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Introduction ge´ne´rale
Ce me´moire synthe´tise les travaux publie´s ou soumis pour publication de l’auteur. Une liste exhaustive
de ces travaux se situe en fin du manuscrit. De plus, au de´but de chaque chapitre, la liste des articles
re´sume´s est donne´e.
La the´matique ge´ne´rale aborde´e est l’e´tude analytique et nume´rique de mode`les d’e´quations aux
de´rive´es partielles (EDP) issues d’applications provenant de la physique ou de la biologie. Plus pre´cise´ment,
les mode`les mathe´matiques pre´sente´s de´crivent le mouvement de particules charge´es, la migration collec-
tive de bacte´ries et l’auto-organisation de communaute´s cellulaires. Etant oriente´ autour des applications,
ce me´moire est de´coupe´ en 4 chapitres, chacun d’eux ayant une application distincte :
– le premier chapitre re´sume les travaux re´alise´s autour du transport quantique d’e´lectrons dans des
dispositifs a` mate´riaux semi-conducteurs ;
– le second chapitre est consacre´ a` des mode`les de mouvement collectif de bacte´ries par chimiotac-
tisme ;
– le troisie`me chapitre s’inte´resse a` un mode`le de migration collective de la bacte´rie Bacillus subtilis ;
– le quatrie`me chapitre re´sume les travaux re´alise´s dans le cadre de la mode´lisation de la croissance
tumorale.
Comme nous le verrons, un de´nominateur commun entre les deux premiers chapitres est l’aspect multi-
e´chelle des EDP qui sont pre´sente´s, conduisant a` l’obtention de mode`les macroscopique a` partir d’e´quations
cine´tiques. Dans les deux derniers chapitres, l’outil mathe´matique important qui est e´tudie´ sont les ondes
de propagation a` vitesse constante, commune´ment appele´s traveling waves.
Avant de rentrer dans le vif du sujet, nous de´taillons un peu plus le contenu de chaque chapitre en
passant rapidement en revue les articles qui y sont re´sume´s.
Le premier chapitre est consacre´ a` l’e´tude du transport d’un gaz d’e´lectrons dans des dispositifs a`
mate´riaux semi-conducteurs pour lesquels les effets quantiques ne sont pas ne´gligeable. Plusieurs des
travaux ont e´te´ re´alise´s durant ma the`se de doctorat [Th] et ne sont que tre`s succintement re´sume´s.
Nous nous inte´ressons ici a` des dispositifs qui ont une longueur caracte´ristique dans la direction paralle`le
au transport beaucoup plus grande que dans la direction transverse. On dit alors que le gaz d’e´lectrons
est confine´ dans le dispositif et la direction transverse sera appele´e direction de confinement. Ceci nous
permet de de´coupler les directions de transport et de confinement et de proposer des mode`les couple´s
quantique-classique : le transport est mode´lise´ par des mode`les d’EDP classiques dans la direction de
transport (e´quation de Boltzmann, syste`me d’e´nergie-transport, syste`me de de´rive-diffusion) alors que
le confinement est de´crit par les e´le´ments propres du syste`me Schro¨dinger-Poisson. La difficulte´ re´side
donc dans le couplage entre ces directions qui conduit a` l’e´tude de mode`les couple´s quantique-classique.
Un tel mode`le de´rive-diffusion-Schro¨dinger-Poisson a alors e´te´ introduit dans [A1] puis analyse´ dans
les articles [A3, A4]. Des simulations nume´riques de ce mode`le sont pre´sente´es dans [A5] (voir aussi le
proceeding de confe´rences [C1]). Ce syste`me d’EDP est obtenu par une limite de diffusion d’un mode`le
couple´ cine´tique-quantique Boltzmann-Schro¨dinger-Poisson. L’e´tude de cette limite de diffusion, dans le
cas ou` la direction de transport est mono-dimensionel, est re´alise´e dans [A8]. A partir du mode`le cine´tique-
quantique, il est aussi possible graˆce a` une limite de diffusion d’obtenir un mode`le d’e´nergie-transport
couple´ avec Schro¨dinger-Poisson. L’article [A15] pre´sente ce mode`le et des simulations nume´riques de
celui-ci. Par ailleurs, dans le meˆme esprit, un mode`le de de´rive-diffusion quantique pour un nanofil est
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propose´ et analyse´ dans l’article [A12]. Finalement, une autre strate´gie de couplage entre le mode`le
d’e´nergie-transport et l’e´quation de Schro¨dinger est conside´re´e dans [A22]. Il ne s’agit plus dans ce cas
de de´coupler les directions de transport et de confinement, mais de conside´rer des zones dans la direction
de transport avec une description classique et des zones avec une description quantique. Des conditions
aux interfaces entre ces re´gions ont donc duˆ eˆtre obtenues.
Dans le chapitre 2, des mode`les d’EDP pour de´crire le mouvement de bacte´ries par chimiotactisme sont
analyse´s et simule´s. Cette e´tude entre dans le cadre de l’auto-organisation de communaute´s bacte´riennes.
De meˆme que dans le chapitre 1, le point de de´part est un mode`le cine´tique de´crivant l’interaction
entre individus soumis a` un champ. Ce mode`le a e´te´ propose´ par Alt, Dunbar et Othmer et de´crit le
mouvement des bacte´ries par une alternance de phases de nage rectiligne avec des phases de re´orientation
des bacte´ries. Une analyse d’un tel mode`le conduisant a` des simulations nume´riques est entreprise dans
l’article [A7]. De meˆme qu’au chapitre pre´ce´dent, nous nous inte´ressons alors a` l’obtention de mode`les
macroscopiques a` partir de cette description cine´tique. Une limite hydrodynamique du mode`le cine´tique
conduit a` conside´rer l’e´quation dite d’agre´gation [C3], qui est une loi de conservation avec un champ de
vitesse de´pendant de manie`re nonline´aire et non-locale de l’inconnue. Il est bien connu que les solutions
faibles de cette e´quation explosent en temps fini. Nous avons donc entrepris dans [A13] l’e´tude, en une
seule dimension, de l’existence et de l’unicite´ de solutions mesures pour cette e´quation, ce qui a de plus
permis de montrer rigoureusement la limite hydrodynamique a` partir de l’e´quation cine´tique. Pour cela
nous avons adapte´ la notion de solution en dualite´ pour notre mode`le. Dans [A18], nous avons montre´
que cette notion de solution pour l’e´quation d’agre´gation co¨ıncide avec les flots gradients dans les cas ou`
elles sont toutes les deux de´finies. La discre´tisation nume´rique de telles solutions mesures est e´tudie´e dans
[A19]. L’article [A21] e´tend alors cette e´tude au cas de la dimension supe´rieure. Les actes de confe´rences
[C5] et [R1] re´sument les travaux pre´sente´s dans les articles cite´s ci-dessus. Enfin, dans [A20], nous nous
inte´ressons a` un mode`le cine´tique pour deux populations bacte´riennes en interaction.
Toujours dans le cadre de l’auto-organisation de communaute´s bacte´riennes, le chapitre 3 propose
des mode`les pour de´crire la migration collective de colonies bacte´riennes. Ce travail est ne´ d’obser-
vations expe´rimentales montrant la formation de dendrites avec de nombreux branchements dans un
milieu riche en substrat. Nous nous plac¸ons ici au niveau macroscopique et conside´rons des mode`les
d’agre´gation (comme au chapitre pre´ce´dent) mais avec en plus un potentiel de re´pulsion impliquant un
mouvement d’ensemble de la colonie bacte´rienne. Il s’agit alors d’e´tudier le processus de propagation.
L’outil mathe´matique utilise´ est la recherche d’ondes de propagation ou traveling waves, c’est-a`-dire
d’un re´gime e´tabli, en translation a` vitesse constante. D’un point de vue mathe´matique, notant x la
variable spaciale et t la variable de temps, nous recherchons des solutions ne de´pendant que de la quan-
tite´ x · e − σt ou` e est un vecteur donnant la direction de propagation. Un mode`le complet avec des
simulations nume´riques montrant des branchements est propose´ dans [A9]. Ce mode`le est simplifie´ pour
pouvoir re´aliser une e´tude mathe´matique de l’existence de traveling waves qui ont la forme de plateaux.
De tels re´sultats d’existence de traveling waves ont ainsi e´te´ obtenus dans [A10].
Finalement le chapitre 4 se consacre a` l’e´tude de mode`les macroscopiques de´crivant la croissance
tumorale. Comme au chapitre pre´ce´dent, il s’agit, pour une grosse partie, d’e´tudier les phe´nome`nes
d’invasion au moyen de traveling waves. Plus pre´cise´ment, deux mode`les macroscopiques sont utilise´s
pour de´crire la croissance tumorale : un mode`le a` frontie`re libre de type Hele-Shaw, un mode`le de´crivant
la dynamique de la densite´ cellulaire sous l’effet de la pression me´canique exerce´e sur les cellules et de
leur mitose. L’existence de traveling waves a e´te´ e´tudie´e dans [A14] pour le mode`le a` densite´ cellulaire et
dans [A16] pour le mode`le Hele-Shaw. Le lien rigoureux entre ces deux mode`les est obtenu par une limite
incompressible dans l’article [A17]. Enfin l’article [C6] s’inte´resse a` la stabilite´ transversale de front de
propagation pour un mode`le simplifie´ de type re´action-diffusion a` deux composants.
Chapitre 1
Mode`les couple´s quantique-classique
pour le transport de charges
confine´es
Ce chapitre re´sume les travaux [A1, A2, A3, A5, A4, A8, A12, A15, A22, C1, C4, Th].
1.1 Une hie´rarchie de mode`le couple´ quantique-classique
Les re´cents progre`s dans la miniaturisations des composants e´lectroniques permettent dore´navant d’at-
teindre des e´chelles nanome´triques. A de telles e´chelles de grandeurs, les effets quantiques (confinement,
effet tunnel, interfe´rences, . . .) ne peuvent plus eˆtre ne´glige´s dans les mode`les mathe´matiques. Les travaux
re´sume´s dans ce chapitre ont e´te´ entame´s durant ma the`se de doctorat a` l’universite´ Paul Sabatier [Th]
et se sont inte´resse´s a` la description du confinement de charges dans des dispositifs nanome´triques a`
mate´riaux semiconducteurs. Nous conside´rons des dispositifs pour lesquels l’e´chelle de grandeur dans la
direction de transport est beaucoup plus grande que dans la direction transversale, dite de confinement.
Des exemples de tels dispositifs sont les nanotransistors de type DG-MOSFET ou les nanofils [10, 11].
Dans la direction de confinement, note´e z, les e´lectrons se comportent comme des ondes, alors que dans
la direction de transport, note´e x, les e´lectrons sont conside´re´s comme des particules et le transport est
classique et fortement collisionel. Il est alors inte´ressant, dans un objectif de diminution du couˆt de calcul
des simulations nume´riques, de proposer des mode`les couple´s quantique-classique pour lesquels les direc-
tions de confinement et de transport sont de´couple´es. C’est ce qui a e´te´ effectue´ dans les travaux re´sume´s
dans ce chapitre. Nous de´crivons ci-dessous tout d’abord la mode´lisation dans la direction quantique,
puis les e´quations de transport dans la direction classique sont explicite´es. Le domaine d’e´tude est note´
Ω = ω × [0, 1] avec ω ⊂ R2 repre´sentant la direction classique x ∈ ω, et z ∈ [0, 1].
Dans la direction quantique, z ∈ [0, 1], les e´lectrons sont conside´re´s comme des ondes et sont a`
l’e´quilibre thermodynamique. Ils sont alors de´crits par les e´le´ments propres de l’ope´rateur de Schro¨dinger
(n, χn)n∈N∗ de´finis par : 
− 1
2m
∂zzχn + V χn = nχn (n ≥ 1),
χn(t, x, ·) ∈ H10 (0, 1),
∫ 1
0
χn χm dz = δnm .
(1.1.1)
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Dans cette e´quation, m est la masse effective, V est l’e´nergie potentielle et l’indicateur δnm = 0 si n 6= m,
1 sinon. Il est connu [155] que la suite (n)n est croissante et tend vers +∞. L’e´nergie totale est alors
quantifie´e en sous-bandes
εn(x, k) =
|k|2
2m
+ n(x). (1.1.2)
Cette e´nergie de´pend de la position x ∈ ω et de la variable de moment k ∈ B ou` B est la zone de Brillouin
(qui repre´sente la cellule e´le´mentaire du re´seau dual du semiconducteur). Le diagramme d’e´nergie e´tant
suppose´ a` syme´trie sphe´rique et strictement monotone par rapport a` |k|, la zone de Brillouin est donne´
par B = R2. Nous supposerons donc dans la suite k ∈ R2.
L’e´nergie potentielle V est ge´ne´re´e par les e´lectrons et est calcule´e par re´solution de l’e´quation de
Poisson, qui s’e´crit apre`s adimensionnement :
−∆x,zV = N −ND, (1.1.3)
ou` ND est la densite´ de dopage qui est une donne´e du proble`me, N est la densite´ des porteurs de charges.
En appelant ρn le nombre d’occupation de la nie`me sous-bande, l’expression de la densite´ N est donne´e
par :
N(t, x, z) =
+∞∑
n=1
ρn(t, x)|χn|2(t, x, z). (1.1.4)
Enfin, le nombre d’occupation ρn est donne´ par la dynamique dans la direction de transport classique.
Le couplage entre les deux directions s’effectue donc via la de´finition de ρn.
Le transport classique de particules charge´es dans des mate´riaux semiconducteurs a e´te´ l’objet de nom-
breuses e´tudes (voir par exemple les ouvrages [123, 130, 137]). Sous l’effet d’un potentiel e´lectrostatique,
d’e´nergie potentielle V , les porteurs de charges (ici les e´lectrons) sont transporte´s dans le semiconducteur
et sont soumis a` de nombreuses collisions : collisions avec les impurete´s du re´seau, collisions avec les
phonons (pseudo-particules repre´sentant les vibrations du re´seau), collisions avec les autres porteurs de
charges [8, 85, 161, 166, 178]. Au niveau cine´tique, le transport collisionnel est mode´lise´ par l’e´quation de
Boltzmann. Dans le cas du confinement, l’e´nergie est quantifie´e en sous-bandes εn, le transport est alors
de´crit dans chaque sous-bande. C’est la me´thode de de´composition en sous-bandes [111, 154]. L’e´quation
de Boltzmann, pour le mode`le des sous-bandes, re´git la dynamique de la fonction de distribution fn(t, x, k)
des porteurs de charges de la sous-bande n au temps t > 0. Le nombre d’occupation de la nie`me sous-
bande est de´termine´ par ρn =
∫
R2 fn(k) dk. En notation adimensionne´e le syste`me s’e´crit [20, 21] :
∂tf
α
n +
1
α
∇kεn · ∇xfαn −
1
α
∇xεn · ∇kfαn =
1
α2
(
Qimp(f
α) +Qαph(f
α)
)
+
1
β
Qe(f
α), n ∈ N∗.
Il y a donc une infinite´ d’e´quations de Boltzmann, une pour chaque sous-bande. Ici α et β sont des
parame`tres sans dimension satisfaisant α  β  1. L’ope´rateur des collisions e´lastiques Qimp de´crivant
les collisions avec les impurete´s du re´seau est donne´ par
Qimp(f)n(k) :=
∑
n′∈N∗
∫
R2
Φimpn,n′(k, k
′)δ(εn(k)− εn′(k′))(fn′(t, x, k′)− fn(t, x, k)) dk′, (1.1.5)
ou` εn et ε
′
n (resp. fn et f
′
n) sont des abbre´viations de εn(k) et εn(k
′) (resp. fn(k) et fn(k′)). La mesure
de Dirac est note´e δ. L’e´nergie εn(k) est de´finie dans (1.1.2). L’ope´rateur des collisions e´lectrons-e´lectrons
Qe est donne´ par
Qe(f)n(k) =
∑
n′,r,s
∫
(R2)3
Φen,n′,r,s(k, k
′, k1, k′1)δ(εn + εn′,1 − ε′r − ε′s,1)δ(k + k1 − k′ − k′1)
[f ′rf
′
s,1(1− ηfn)(1− ηfn′,1)− fnfn′,1(1− ηf ′r)(1− ηf ′s,1)] dk′dk1dk′1.
(1.1.6)
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Les notations fn′,1, f
′
r et f
′
s,1 sont des abbre´viations de fn′(k1), fr(k
′) et fs(k′1) respectivement. Le terme
0 ≤ 1 − ηf ≤ 1 exprime le principe d’exclusion de Pauli ou` η ≥ 0 est un facteur sans dimension. Enfin,
les collisions avec les phonons (acoustiques et optiques) sont de´crites par l’ope´rateur Qαph :
Qαph(f)n(k) =
∑
n′∈N∗
∫
R2
Φphn,n′(k, k
′)
([
(Nph + 1)δ(εn(k)− εn′(k′) + α2εph)
+Nphδ(εn(k)− εn′(k′)− α2εph)
]
fn′(k
′)(1− ηfn(k))−[
(Nph + 1)δ(εn′(k
′)− εn(k) + α2εph)
+Nphδ(εn′(k
′)− εn(k)− α2εph)
]
fn(k)(1− ηfn′(k′))
)
dk′.
(1.1.7)
Dans cette de´finition, l’e´nergie des phonons est note´e εph et le nombre d’occupation des phonons N
α
ph =(
eα
2εph − 1)−1. Pour tous les ope´rateurs de collisions de´finis ci-dessus, les coefficients de diffraction
Φimp, Φe et Φph sont des quantite´s positives donne´es et satisfaisant les hypothe`ses de micro-re´versibilite´.
Le dernier ope´rateur peut eˆtre de´veloppe´ suivant α2 : Qαph(f) = Q
0
ph(f) + α
2Qα1 (f). On de´finit alors
l’ope´rateur des collisions e´lastiques Q0 par
Q0(f)n = Qimp(f)n +Q
0
ph(f)n =
∑
n′∈N∗
∫
R2
Φ0n,n′(k, k
′)δ(εn(k)− εn′(k′))(fn′(k′)− fn(k)) dk′, (1.1.8)
ou` Φ0n,n′ = Φ
imp
n,n′+(2Nph+1)Φ
ph
n,n′ etNph est le premier terme du de´veloppement en α
2 deNαph. Finalement
le syste`me d’e´quations de Boltzmann pour les semiconducteurs pour la me´thode des sous-bandes
s’e´crit :
∂tf
α
n +
1
α
(∇kεn · ∇xfαn −∇xεn · ∇kfαn ) =
1
α2
Q0(f
α)n +
1
β
Qe(f
α)n +Q
α
1 (f
α)n. (1.1.9)
Les parame`tres α et β dans cette e´quation permettent de mesurer l’importance relative des collisions.
Dans le cas purement classique, c’est-a`-dire avec une seule sous-bande d’e´nergie |k|2/(2m) + V , il a e´te´
montre´ [21, 20, 123] qu’en effectuant des limites de diffusion α → 0 et β → 0, une hie´rarchie de mode`le
classique peut eˆtre obtenue. Ainsi quand les collisions e´lastiques sont dominantes (α → 0), le mode`le
de Boltzmann (1.1.9) peut eˆtre approche´ par le mode`le Spherical Harmonic Expansion (SHE) (voir e.g.
[172]). Ce mode`le a e´te´ introduit dans [168] et re´git la dynamique de la fonction de distribution F (t, x, ε)
en tant que fonction de l’e´nergie ε. Supposant alors que le me´canimse de collisions dominant est celui
entre les e´lectrons (β → 0), le mode`le SHE relaxe vers le syste`me Energie-Transport (ET). Les incon-
nues dans ce syste`me sont la densite´ et la tempe´rature du gaz d’e´lectrons. Ce syste`me a e´te´ introduit
en [168, 169]. Il peut aussi eˆtre obtenu directement par l’e´quation de Boltzmann sous l’hypothe`se de
dominance des collisions e´lastiques et e´lectrons-e´lectrons (voir e.g. [22]). Finalement, lorsque les collisions
avec les phonons sont importantes, le syste`me ET converge vers le mode`le de de´rive-diffusion (DD) qui
re´git la dynamique de la densite´ des e´lectrons et ou` la tempe´rature est fixe´e et e´gale a` la tempe´rature du
re´seau [137, 96, 97]. Ce mode`le peut aussi eˆtre directement obtenu a` partir de l’e´quation de Boltzmann
en ne conside´rant que les collisions avec les phonons. Les mode`les macroscopiques obtenus par ces limites
de diffusion ont l’avantage d’eˆtre moins couˆteux que le mode`le cine´tique pour effectuer des simulations
nume´riques.
L’objectif du travail entame´ durant ma the`se de doctorat est l’e´tude d’une telle hie´rarchie de mode`le
pour le transport confine´ d’e´lectrons dans des nanostructures a` mate´riaux semiconducteurs. Il s’agit
donc d’e´tendre au cas du confinement les re´sultats du transport purement classique. Nous verrons que
le mode`le Schro¨dinger-Poisson est re´solu graˆce a` un proble`me variationnel. Une difficulte´ mathe´matique
consiste alors a` coupler ces directions quantiques et classiques. Dans la Section 1.2, nous nous inte´ressons
au cas ou` les interactions e´lectrons-phonons sont dominantes. Dans ce cas une limite de diffusion de
l’e´quation de Boltzmann pour les sous-bandes conduit directement au mode`le de de´rive-diffusion. Il s’agit
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d’un re´sume´ des travaux effectue´s pendant ma the`se de doctorat [Th] et qui ont donne´ lieu aux articles
[A1, A2, A3, A5, A4, A8, C1]. Ensuite dans la Section 1.3, nous pre´sentons le mode`le Energie-Transport
pour les sous-bandes pour lequel nous avons effectue´ des simulations nume´riques dans [A15]. La Section
1.4 est consacre´e a` l’e´tude et aux simulations nume´riques d’un syste`me de transport diffusif pour des
nanofils. Il s’agit d’un re´sume´ de l’article [A12]. Enfin dans une dernie`re partie, nous pre´sentons une
strate´gie de couplage dans la direction classique avec un mode`le purement quantique [A22, C4].
1.2 Interactions e´lectrons-phonons dominantes
1.2.1 Mode`le cine´tique pour les sous-bandes
Le transport purement quantique est ge´ne´ralement mode´lise´ par le syste`me Schro¨dinger-Poisson. Dans
des dispositifs pour lesquels la direction de transport x est grande par rapport a` la direction de confinement
z, une limite semiclassique partielle dans la direction x de l’e´quation de Schro¨dinger peut eˆtre effectue´e.
Il a e´te´ montre´ dans [24] qu’une telle limite conduit au mode`le Vlasov-Schro¨dinger-Poisson e´tudie´ dans
[25]. Dans ce mode`le, le confinement dans la direction z est de´crit par le mode`le des sous-bandes (1.1.1)
couple´ a` l’e´quation de Poisson (1.1.3) dans laquelle le nombre d’occupation des sous-bandes est donne´ par
ρn =
∫
R2 fn(k) dk. La dynamique de la fonction de distribution fn des e´lectrons de la nie`me sous-bande
est re´gie par l’e´quation de Vlasov dans la direction de transport x.
Cependant ce mode`le ne tient pas compte des collisions dans la direction de transport ; effectivement le
mode`le de de´part est un mode`le balistique. Pour reme´dier a` cela, nous remplac¸ons de manie`re heuristique
l’e´quation de transport dans la direction x par l’e´quation de Boltzmann (1.1.9). Avant de conside´rer le cas
ge´ne´ral des ope´rateurs de collisions pre´sente´s pre´ce´demment, nous nous focalisons dans cette partie uni-
quement sur les interactions avec les phonons. De plus, nous ne conside´rons que le cas mono-dimensionel,
le cas de la dimension 2 e´tant toujours ouvert. Le syste`me d’e´quations cine´tiques s’e´crit :
∂tf
α
n +
k
m
∂xf
α
n − ∂xn∂kfαn =
1
α
Qα(fα)n, t > 0, x ∈ (a, b), k ∈ R, n ∈ N∗. (1.2.1)
Nous remarquons qu’il s’agit du syste`me (1.1.9) pour lequel l’ope´rateur des collisions est simplifie´, vu que
nous ne conside´rons que les interactions electrons-phonons. L’ope´rateur de ces interactions s’e´crit dans
l’approximation BGK line´arise´ sous la forme :
Qα(f)n =
∑
n′
∫
R
Φn,n′(k, k
′)(Mαn(k)fn′(k′)−Mαn′(k′)fn(k)) dk′. (1.2.2)
La fonction Mαn est la Maxwellienne normalise´e :
Mαn(t, x, k) =
1
2piZα e
−εn(t,x,k), Zα(t, x) =
+∞∑
n=1
e−n(t,x), (1.2.3)
ou` on rappelle que εn est l’e´nergie totale de´finie en (1.1.2) et n les sous-bandes, solutions de (1.1.1).
Le parame`tre sans dimension α correspond au libre parcours moyen des particules, correspondant a` la
distance moyenne parcourue entre deux collisions. Ces e´quations sont comple´te´es par des conditions de
re´flexion spe´culaire aux bords :
fαn (t, a, k) = f
α
n (t, a,−k) , fαn (t, b, k) = fαn (t, b,−k), v > 0, t ∈ R+. (1.2.4)
La densite´ surfacique des particules est de´finie par :
Nαs (t, x) =
∫ 1
0
Nα(t, x, z) dz =
∑
n
∫
R
fαn (t, x, k) dk =
∑
n
ραn(t, x).
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On conside`re que les donne´es initiales sont bien pre´pare´es, i.e. a` l’e´quilibre thermique :
fαn (0, x, k) = f
in
n (x, k) :=
N ins (x)
2pi
∑
n e
−n[V in] e
−k2/2m−n[V in], (x, k) ∈ [a, b]× R, (1.2.5)
ou` (V in, (n[V in], χn[V in])n≥1) est l’ensemble des solutions du syste`me Schro¨dinger-Poisson (1.1.1)–
(1.1.3) a` l’e´quilibre thermique, i.e. avec ρinn = N
in
s e
−n[V in]/
∑
m e
−m[V in].
Bien que l’ope´rateur des collisions soit line´aire, le couplage est non-line´aire et nous ne sommes donc
pas en mesure de construire des solutions fortes du syste`me. Nous travaillons donc dans le cadre des
solutions renormalise´es [71, 72, 136].
De´finition 1.2.1. On dit qu’une fonction positive fα = (fαn )n∈N∗ est une solution renormalise´e de (1.2.1)
si ∀β ∈ C1(R+) avec |β(t)| ≤ C(√t + 1) et |β′(t)| ≤ C, on a pour tout n ≥ 1, β(fα)n est une solution
faible de :
α∂tβ(f
α)n +
k
m
∂xβ(f
α)n − ∂xαn ∂kβ(fα)n =
Qη(fη)n
η
β′(fα)n,
β(fα)n(t = 0) = β(f
in)n,
β(fα)n(t, a, k) = β(f
α)n(t, a,−k), β(fα)n(t, b, k) = β(fα)n(t, b,−k), v > 0, t > 0.
Un outil fondamental pour l’e´tude de ce syste`me est l’entropie relative qui est de´finie par :
Wα(t) =
∑
n
∫∫
(a,b)×R
(
fαn log
fαn
Mn
− fαn +Mn
)
dxdv +
1
2
∫∫
(a,b)×(0,1)
|∇x,zV α|2 dxdz, (1.2.6)
ou` Mn = K exp(− 12 (k2/m + n2)) avec K choisie telle que
∑
n
∫
RMn dk = 1. Le taux de dissipation
mesurant la distance a` l’e´quilibre est donne´ par
Rα(t) = 1
2
∑
n
∫∫
(a,b)×R
(√
fαn −
√
NαsMαn
)2
dxdv. (1.2.7)
Le re´sultat suivant e´tablit l’existence de solutions renormalise´es sous l’hypothe`se de donne´es initiales
petites. On remarque que cette hypothe`se a aussi e´te´ utilise´e dans le cas sans collision dans [25].
The´ore`me 1.2.2. [Theorem 1.2 [A8]] Soit T > 0 et supposons que la section efficace Φ est syme´trique
et uniforme´ment borne´e 0 < Φ1 ≤ Φn,n′ ≤ Φ2 et que 0 ≤ N ins ∈ C0([a, b]). Posons Nin =
∫ b
a
N ins dx.
Il existe N0 > 0 tel que si Nin ≤ N0, le syste`me mono-dimensionel Boltzmann-Schrodinger-Poisson
(1.2.1)-(1.1.1)-(1.1.3) (pour ND = 0) comple´te´ avec les conditions (1.2.4)–(1.2.5) admet une solution
renormalise´e qui satisfait de plus l’ine´galite´ d’entropie
∀ t ∈ [0, T ], 0 ≤Wα(t) + Φ1
α2
∫ t
0
Rα(s) ds ≤ CT . (1.2.8)
Le syste`me doit eˆtre vu comme un couplage entre l’e´quation de Boltzmann 1D (1.2.1) pour la fonction
de distribution (fαn )n≥1 et le syste`me quasistatique de Schro¨dinger-Poisson (1.1.1)-(1.1.3) (avec ND = 0)
dont l’inconnue est le potentiel V α. La de´monstration de l’existence s’effectue alors en deux e´tapes. Dans
une premie`re e´tape, on tronque et re´gularise le syste`me Boltzmann-Schro¨dinger-Poisson. Par une me´thode
de point fixe, on peut alors construire une solution forte a` ce syste`me re´gularise´. Enfin un passage a` la
limite dans la re´gularisation permet de construire les solutions renormalise´es.
1.2.2 Limite de diffusion
Dans le cas purement classique, il est connu que la densite´ surfaciqueNs satisfait, a` la limite de diffusion
(α → 0) de l’e´quation de Boltzmann, le syste`me de de´rive-diffusion [157, 102]. La limite de diffusion du
mode`le couple´ Boltzmann-Poisson pour les semiconducteurs vers le syste`me de´rive-diffusion-Poisson a e´te´
e´tudie´e dans [28, 133]. Le re´sultat suivant e´tend cette limite au cas du mode`le quantique-classique couple´
par la me´thode de de´composition en sous-bandes, e´tudie´ dans la pre´ce´dente sous-section :
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The´ore`me 1.2.3. [Theorem 1.3 [A8]] Soit T > 0, et pour α > 0, soit (V α, (fαn ,αn, χαn)n≥1) une solution
renormalise´e du The´ore`me 1.2.2 pour Nin ≤ N0. Alors, quand α → 0, si N0 est suffisamment petit, on
a, a` extraction d’une sous-suite pre`s,
‖fαn −NsMn‖`1(L1([0,T ]×[a,b]×R)) → 0 et ‖V α − V ‖L2([0,T ],H1((a,b)×(0,1))) → 0,
ou` (V,Ns, (n, χn)n≥1) est une solution du syste`me de´rive-diffusion-Schro¨dinger-Poisson (DDSP) de´finie
par
∂tNs + divx J = 0, J = −D(∇xNs +Ns∇xVs), (1.2.9)
−1
2
∂zzχn + V χn = nχn (n ≥ 1),
χn(t, x, ·) ∈ H10 (0, 1),
∫ 1
0
χn χn′ dz = δnn′ ,
(1.2.10)
−∆x,zV = Ns
∑
n
e−n∑
n′ e
−n′ |χn|
2
, (1.2.11)
ou` le potentiel effectif Vs est de´fini par
Vs = − lnZ = − ln
∑
n
e−n , (1.2.12)
et D est le coefficient de diffusion. Ce syste`me est comple´te´ par la donne´e initiale Ns(0, x) = N ins (x) et
par les conditions aux bords : J(t, a) = J(t, b) = 0,
dV
dx
(t, a, z) =
dV
dx
(t, b, z) = 0 pour z ∈ (0, 1),
V (t, x, 0) = V (t, x, 1) = 0 pour x ∈ (a, b).
(1.2.13)
Nous soulignons que le mode`le limite (DDSP) n’est constitue´ que d’une seule e´quation de transport
alors que pour le mode`le cine´tique-quantique on avait une infinite´ d’e´quations de Boltzmann dans la di-
rection de transport, une pour chaque sous-bande. Le couplage entre le syste`me de de´rive-diffusion dans
la direction de transport et le syste`me Schro¨dinger-Poisson s’effectue via la de´finition du potentiel effectif
Vs (1.2.12).
Ide´e de la preuve
1e`re e´tape : convergence forte de la densite´ surfacique.
La de´monstration repose fortement sur l’estimation d’entropie (1.2.8) et sur une analyse pre´cise du
syste`me Schro¨dinger-Poisson. L’ine´galite´ d’entropie permet de fixer le cadre fonctionnel pour l’e´tude :
(fn)n≥1 ∈ L∞t (L logL(dxdk)), ((k2 + n2)fn)n≥1 ∈ L∞t (`1(L1(dxdk))), V ∈ L∞t (H1(dx)).
En utilisant les the´ore`mes de Dunford-Pettis et de De La Valle´e Poussin, nous obtenons la compacite´
faible de fα dans `1(L1). Un lemme de moyenne [133] (voir aussi [41, 101]) permet alors d’e´tablir la
compacite´ forte de la densite´ surfacique Nαs dans `
1(L1).
L’ine´galite´ d’entropie (1.2.8) fournit la borne :∫ t
0
Rα(s) ds = 1
2
∑
n
∫ t
0
∫∫
(a,b)×R
(√
fαn −
√
NαsMαn
)2
dxdvds ≤ CTα2. (1.2.14)
Pour pouvoir passer a` la limite α → 0 dans (1.2.14), nous devons e´tudier la convergence des niveaux
d’e´nergies αn et donc la de´pendance de V α par rapport au facteur d’occupation ρα.
2e`me e´tape : le syste`me Schro¨dinger-Poisson.
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Nous nous inte´ressons donc dans une seconde e´tape a` la re´solution du syste`me Schro¨dinger-Poisson
(1.1.1)–(1.1.3) pour ND = 0 et dans le cadre fonctionnel sugge´re´ par l’estimation d’entropie (ρ ∈ L logL).
Cette e´tude repose sur une ide´e de Nier [143, 144] sugge´rant de minimiser la fonctionnelle :
Jρ(V ) =
1
2
∫∫
(a,b)×(0,1)
|∇V |2 dxdz −
∑
n≥1
∫ b
a
ρnn[V ] dx. (1.2.15)
Un point critique pour cette fonctionnelle est une solution du syste`me Schro¨dinger-Poisson. Dans le cas
a` l’e´quilibre ou` les nombres d’occupation ρn sont donne´s par une Maxwellienne, alors la suite (ρn)n
est de´croissante par rapport a` n. Ceci implique que la fonctionnelle Jρ est convexe et admet un unique
minimum. Cependant ceci n’est ve´rifie´ qu’a` la limite α→ 0. Nous utilisons alors l’estimation : si (ρn)n≥1
et (ρ˜n)n≥1 sont dans L∞((0, T ), `1(L1(a, b))) et si V et V˜ sont les solutions correspondantes du syste`me
Schro¨dinger-Poisson (1.1.1)-(1.1.3), alors
‖V − V˜ ‖L1([0,T ],H1((a,b)×(0,1))) ≤ C1‖ρn − ρ˜n‖`1(L1((0,T )×(a,b))) + C2N‖V − V˜ ‖L1([0,T ],H1((a,b)×(0,1))),
(1.2.16)
ou` N = max{‖ρn‖L∞((0,T ),`1(L1(a,b))), ‖ρ˜n‖L∞((0,T ),`1(L1(a,b)))} et C1 et C2 sont deux constantes positives.
Cette ine´galite´ implique l’unicite´ des solutions du syste`me Schro¨dinger-Poisson quand N est suffisamment
petit.
3e`me e´tape : passage a` la limite.
Avec l’estimation (1.2.16), la compacite´ forte de Nαs dans L
1 implique la compacite´ forte de V α dans
L1((0, T ), H1((a, b) × (0, 1))). En utilisant les proprie´te´s spectrales de l’ope´rateur Hamiltonien [155], on
a : n[V α]→ n[V ] quand α→ 0. On de´duit de (1.2.14) la limite fα → NsM dans `1(L1(dtdxdk)). On
peut alors passer a` la limite dans les e´quations et retrouver que Ns satisfait le syste`me de de´rive-diffusion
(1.2.9).
1.2.3 Mode`les de de´rive-diffusion du transport de charges confine´es
Cette partie re´sume les re´sultats d’existence de solutions faibles au mode`le de´rive-diffusion-Schro¨dinger-
Poisson (DDSP) (1.2.9)–(1.2.12) obtenus dans les articles [A3, A4]. Dans ces travaux, le domaine d’e´tude
est un cylindre Ω = ω × (0, 1) avec ω un domaine borne´ re´gulier de R2. Ce syste`me est comple´te´ par des
conditions conservatives (des conditions de type Dirichlet ont aussi e´te´ propose´es et e´tudie´es dans [A3]).
Par rapport au mode`le cine´tique e´tudie´ ci-dessus, les facteurs d’occupation (ρn)n≥1 sont ici donne´s par
les statistiques de Boltzmann :
ρn(t, x) =
Ns
Z(t, x)e
−n(t,x) =
Ns∑
n′ e
−n′ (t,x) e
−n(t,x). (1.2.17)
La suite (ρn)n est donc de´croissante par rapport n et la fonctionnelle Jρ, de´finie en (1.2.15) pour la
re´solution du proble`me de Schro¨dinger-Poisson (1.2.10)–(1.2.11), est convexe. Cette fonctionnelle admet
donc un unique minimiseur qui est une solution faible du syste`me de Schro¨dinger-Poisson.
L’entropie relative, dans le cas de conditions aux bords conservatives, est de´finie par :
W (t) =
∑
n≥1
∫
ω
ρn
(
ln ρn − 1
)
dx+
1
2
∫∫
Ω
|∇x,zV |2 dxdz + 1
2
∑
n
∫∫
Ω
ρn|χn|2 dxdz.
On peut alors ve´rifier que toute solution faible du syste`me (1.2.9)–(1.2.12) satisfait :
d
dt
W (t) = −D(t) := −
∫
ω
Z (∇xu)
>D∇xu
u
dx,
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avec u(t, x) = Ns(t, x)/Z(t, x) la variable de Slotboom. Il est clair que si la matrice de diffusion D
est syme´trique et de´finie positive, alors t 7→ W (t) est de´croissante. En supposant W (0) borne´e, l’g´alite´
ci-dessus fournit des estimations a priori et donc un cadre fonctionnel.
Nous avons alors le the´ore`me d’existence et de convergence en temps long suivant :
The´ore`me 1.2.4 (Theorem 1.1 et 1.2 de [A4]). Soit T > 0. Supposons D syme´trique de´finie-positive et
C1(Ω) telle que D(x) ≥ dI avec d > 0. Soit N ins ≥ 0 avec N ins lnN ins ∈ L1(ω). Alors le syste`me DDSP
(1.2.9)–(1.2.12) avec la donne´e initiale N ins admet une solution faible (Ns, V ) avec
Ns lnNs ∈ L∞([0, T ], L1(ω)),
√
Nx ∈ L2([0, T ], H1(ω)), V ∈ L∞([0, T ], H1(ω)).
De plus, si (N∞s , V
∞) est une solution du syste`me stationnaire alors ∃κ > 0 et C > 0 tels que
‖Ns −N∞s ‖L1(ω)(t) + ‖V − V∞‖H1(Ω)(t) ≤ Ce−κt.
Remarque 1.2.5. L’existence dans le cas de conditions de Dirichlet a e´te´ e´tablie au Theorem 1.2 de
[A3]. Dans cet article, la matrice de diffusion est suppose´e constante, D = 1, ce qui permet d’obtenir plus
de re´gularite´ sur les solutions
(
Ns ∈ C([0, T ], L2(ω)) si N0s ∈ L2(ω)
)
et l’unicite´ graˆce a` un the´ore`me de
point fixe. Le comportement en temps long dans ce cas est e´tabli au [A3, Theorem 1.5] en se basant sur
des techniques d’entropie relative [5, 6, 14, 79]. Nous retrouvons la convergence exponentielle en temps
long dans L2(ω) pour la densite´ graˆce a` une approximation quadratique de l’entropie relative. Cette
technique a aussi e´te´ propose´e pour le syste`me classique de´rive-diffusion-Poisson dans [A2].
Des simulations nume´riques du mode`le de´rive-diffusion-Schro¨dinger-Poisson (DDSP) pour de´crire le
transport d’un gaz d’e´lectrons confine´ dans un DG-MOSFET ont e´te´ re´alise´es dans [A5, C1]. Pour le
mode`le Boltzmann-Schro¨dinger-Poisson, voir aussi [19].
1.3 Mode`le Energie-Transport pour les sous-bandes
1.3.1 Limite formelle
Conside´rons maintenant le mode`le de Boltzmann introduit en (1.1.9). Nous rappelons que ce mode`le
prend en compte les diffe´rents types de collisions apparaissant dans le transport, alors que dans la Section
pre´ce´dente nous ne conside´rons que les collisions e´lectrons-phonons. En effectuant des limites diffusives
α → 0 et β → 0, nous pouvons alors de´terminer une hie´rarchie de mode`les couple´s quantique-classique,
dans l’esprit de [20]. L’article [26] propose une telle hie´rarchie. Cependant, le mode`le couple´ Energie-
Transport-Schro¨dinger-Poisson dans ce papier est obtenu directement a` partir de l’e´quation de Boltzmann
sans passer par l’interme´diaire SHE. Dans un objectif de re´aliser des simulations nume´riques, il est
inte´ressant (cf [74]) d’obtenir le mode`le ET a` partir de SHE. Pour cela, nous obtenons le mode`le SHE a`
partir de (1.1.9) en effectuant la limite α → 0. La limite β → 0 dans l’e´quation re´sultante conduit alors
au mode`le ET.
1e`re limite macroscopique : mode`le SHE. On de´duit formellement de (1.1.9) qu’a` la limite
α → 0, la fonction de distribution fα converge vers un e´le´ment du noyau de l’ope´rateur de collision Q0.
Ce noyau e´tant ge´ne´re´ par les fonctions ne de´pendant que de l’e´nergie, la distribution limite est donc une
fonction ne de´pendant que de l’e´nergie qu’on e´crit f0n(t, x, k) = F (t, x, εn). Nous de´finissons la densite´
des e´tats :
N(t, x, ε) := 2pimN (t, x, ε), ou` N (t, x, ε) = max{n ∈ N∗ / n(t, x) ≤ ε},
avec la convention N (t, x, ε) = 0 si ε < 1(t, x). (Nous rappelons que la suite (n)n est croissante). Avec
ces notations le mode`le Spherical Harmonic Expansion (SHE) s’obtient par inte´gration sur les surfaces
Sε−n := {k ∈ R2 t.q |k|2 = 2m(ε− n)} de l’e´quation de Boltzmann (1.1.9). Il s’e´crit :
N∂tF +∇x · J − κ∂εF = 1
β
Se(F ) + S1(F ), (1.3.1)
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ou` la densite´ de courant est de´finie par
J(t, x, ε) = −D(t, x, ε) · ∇xF (t, x, ε), (1.3.2)
avec D une matrice de diffusion syme´trique et de´finie positive, et ou` κ est donne´ par
κ(t, x, ε) = −2pim∂t
(∑
n∈N∗
(ε− n)+
)
. (1.3.3)
La notation u+ = max{0, u} est la partie positive de u. Finalement, le membre de droite est donne´ par
Se(F ) =
∑
n∈N∗
∫
Sε−n
Qe(F )n
dSε−n(k)
|k|/m , et S1(F ) =
∑
n∈N∗
∫
Sε−n
Q0ph,1(F )n
dSε−n(k)
|k|/m . (1.3.4)
L’e´quation (1.3.1) a la forme standard du mode`le SHE, l’effet du confinement dans la direction transverse
vient de la forme particulie`re des coefficients. Le mode`le couple´ quantique-classique est alors obtenu en
couplant (1.3.1) avec (1.1.1)–(1.1.3).
2e`me limite macroscopique : mode`le ET. On s’inte´resse a` la limite β → 0 dans (1.3.1). Formelle-
ment, en e´crivant un de´veloppement de Hilbert de la solution de l’e´quation (1.3.1), F β = F 0 +βF 1 + . . .,
on obtient
Se(F0) = 0, et N∂tF
0 +∇xJ0 − κ∂εF 0 − S1(F 0) = DF 0Se(F 1), (1.3.5)
ou` DF 0Se est la de´rive´e de Fre´chet de Se en F
0. Donc F 0 appartient au noyau de l’ope´rateur Se, qui est
engendre´ par les fonctions de Fermi-Dirac : il existe deux fonctions µ et T telles que
F 0(t, x, ε) = Fµ,T (t, x, ε) :=
(
η + exp
(
ε− µ
kBT
))−1
, (1.3.6)
ou` kB est la constante de Boltzmann. Une proprie´te´ importante est que l’image de l’ope´rateur DFSe est
de´finie par
R(DFSe) = Ker (DFSe)⊥ =
{
f /
∫
R
f(ε)
(
1
ε
)
dε = 0
}
.
La condition de solvabilite´ pour la seconde e´quation de (1.3.5) s’e´crit donc :∫
R
(N∂tF
0 +∇x · J0 − κ∂εF 0 − S1(F 0))
(
1
ε
)
dε = 0. (1.3.7)
Ceci conduit au mode`le ET, en introduisant les notations ρ et ρE respectivement la densite´ de charge et
la densite´ d’e´nergie associe´e a` la fonction de Fermi-Dirac :
ρµ,T (t, x) :=
∑
n∈N∗
∫
R2
Fµ,T (t, x, εn) dk, ρEµ,T (t, x) :=
∑
n∈N∗
∫
R2
εnFµ,T (t, x, εn) dk.
Alors (1.3.7) implique
∂tρµ,T −∇x · J1 = 0, (1.3.8)
∂t(ρEµ,T ) +
∑
n∈N∗
2pim∂tn
∫ ∞
n
Fµ,T (t, x, ε) dε−∇x · J2 = W, (1.3.9)
ou` on a note´
J1 :=
∫
R
D(t, x, ε) · ∇xFµ,T (t, x, ε) dε = D00∇x( µ
kBT
)− D01∇x( 1
kBT
), (1.3.10)
J2 :=
∫
R
εD(t, x, ε) · ∇xFµ,T (t, x, ε) dε = D10∇x( µ
kBT
)− D11∇x( 1
kBT
). (1.3.11)
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Les coefficients de diffusion sont de´finis par
Dij(t, x) =
∫
R
D(t, x, ε)εi+jFµ,T (1− ηFµ,T ) dε, pour i, j = 0, 1. (1.3.12)
La matrice de´finie par bloc (Dij)0≤i,j≤1 est syme´trique et de´finie positive. Le membre de droite de
l’e´quation d’e´nergie (1.3.9) est le terme de relaxation W et est de´fini par
W =
∫
R
εS1(Fµ,T ) dε =
∑
n∈N∗
∫
R2
εnQ
0
1(Fµ,T ) dk,
ou` on rappelle que Q01 est le terme d’ordre α
2 du de´veloppement de Qαph de´fini en (1.1.7). Le syste`me
(1.3.8)–(1.3.12) forme le mode`le Energie-Transport pour un gaz d’e´lectrons partiellement confine´. Les
inconnues du syste`mes sont le niveau de Fermi µ et la tempe´rature T .
3e`me limite macroscopique : mode`le DD. Finalement, le terme de relaxation W peut se re´e´crire
apre`s calculs :
W =
W0
τw
(TL
T
− 1
)
,
ou` on rappelle que TL est la tempe´rature du re´seau et τw est un temps de relaxation. Lorsque ce temps de
relaxation converge vers 0, l’e´quation (1.3.9) implique T = TL et le syste`me est a` l’e´quilibre thermique.
L’e´quation (1.3.8) conduit alors au mode`le de de´rive-diffusion
∂tρµ −∇x
(
D00
kBTL
∇xµ
)
= 0.
1.3.2 Simulations nume´riques
Nous conside´rons un nanotransistor de type DG-MOSFET. Ce dispositif est constitute´ d’un film de
silicium caracte´rise´ par deux zones fortement dope´s, appele´s la source et le drain, et d’une re´gion active
avec un faible dopage, appele´e le canal [10, 11]. Des contact ohmiques entre le drain et la source permettent
d’appliquer un potentiel VDS . Le film de silicium est compris entre deux couches de dioxyde de silicium
SiO2 assurant le confinement par un fort potentiel de barrie`re a` l’interface. Un potentiel VGate peut eˆtre
applique´ a` ces couches de dioxyde de silicium. On suppose le domaine invariant dans la direction x2, de
sorte que le dispositif est conside´re´ dans le domaine en deux dimensions (x1, z) note´ Ω=[0, L]× [0, `]. Une
repre´sentation sche´matique du dispositif est donne´e en Figure 1.1.
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Si Si
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x=Lx=0
z=l
N−
z=0
SiO2
2SiO
DSV
GS
ox
lSi
l
oxl
L C L DL S
Si
N+ N+
Figure 1.1 – Repre´sentation sche´matique du dispositif.
Introduisons les variables :
u =
µ
kBT
, v = − 1
kBT
. (1.3.13)
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Nous nous inte´ressons a` la re´solution nume´rique du syste`me ET couple´ avec les sous-bandes a` l’e´quilibre.
Le mode`le ET stationnaire se de´duit de (1.3.8)–(1.3.9) et s’e´crit en variables u et v :
−∇x(D00(u, v)∇xu+ D01(u, v)∇xv) = 0, (1.3.14)
−∇x(D10(u, v)∇xu+ D11(u, v)∇xv) = −W0(u, v)
τw
(1 + kBTLv) , (1.3.15)
Ce syste`me est couple´ avec le mode`le Schro¨dinger-Poisson (1.1.1)–(1.1.3).
L’algorithme de re´solution nume´rique du mode`le stationnaire ET pour les sous-bandes (1.3.14)-(1.1.1)-
(1.1.3) s’appuie sur un proce´de´ ite´ratif de Gummel [107]. La premie`re e´tape consiste a` calculer l’e´quilibre
thermique quand aucun potentiel drain-source n’est applique´. Dans ce cas la tempe´rature et le niveau
de Fermi sont constants dans le dispositif, donc le proble`me se re´duit a` re´soudre l’e´quation de Poisson
(1.1.3). La valeur du potentiel calcule´ a` l’e´quilibre thermique est la donne´e de de´part du proce´de´ ite´ratif
suivant :
1. Supposons Vold donne´
2. Nous re´solvons le proble`me aux valeurs propres (1.1.1) sur chaque bande verticale du domaine par
diagonalisation de l’ope´rateur Hamiltonien. On obtient les suites {χn(xi, zj)} et {n(xi)}.
3. Nous re´solvons le syste`me ET (1.3.14)–(1.3.15) en les inconnues u et v. Pour cela on utilise une
me´thode d’e´le´ments finis mixtes [46, 47, 94, 95, 114, 131], qui conduit a` la re´solution d’un proble`me
non-line´aire, re´solu par un algorithme de Newton. (D’autres me´thodes nume´riques de re´solution du
mode`le ET sont propose´es en [57, 89, 119, 162])
4. Nous pouvons alors calculer la densite´ des porteurs de charges correspondant au membre de droite
de l’e´quation de Poisson (1.1.3) et re´soudre cette e´quation pour calculer le potentiel Vnew [56].
5. Nous re´pe´tons les trois dernie`res e´tapes jusqu’a` ce que la quantite´ ‖Vold−Vnew‖L∞ soit suffisamment
petite. Une fois la convergence atteinte, nous incre´mentons le potentiel applique´ entre le drain et la
source de 0.02 V et commenc¸ons une nouvelle ite´ration.
Il est inte´ressant de regarder les caracte´ristiques courant-tension calcule´s. La Figure 1.2 Gauche donne
les caracte´ristiques I −VDS en fonction du potentiel VGate applique´ sur les portes du dipositif. La Figure
de droite propose une comparaison entre les simulations obtenues par le mode`le ET et par le mode`le DD.
On rappelle que le mode`le DD se de´duit de ET en effectuant la limite τw → 0 dans (1.3.15).
1.4 Mode`le diffusif du transport confine´ dans un nanofil
Dans cette partie, nous proposons un mode`le pour le transport quantique dans un nanofil. Il s’agit
d’un composant e´lectronique constitue´ d’un agencement pe´riodique d’ions. Pour un tel dispositif, la
direction de transport x est grande par rapport a` la section du fil qui n’inclut qu’un nombre fini d’atomes.
Contrairement au de´but de ce chapitre, la direction de transport est mono-dimensionel, x ∈ [0, L], alors
que la section du fil est un domaine borne´ ωz ⊂ R2. On de´note Ω = [0, L] × ωz le domaine complet.
Comme L est grande par rapport a` la taille de ωz, le re´seau cristallin n’est suppose´ pe´riodique que dans
la direction de transport. Nous allons donc utiliser un mode`le de masse effective longitudinale [18, 23].
Le re´seau cristallin ge´ne`re un potentiel note´ WL qui oscille fortement dans la direction de transport
x et est donc conside´re´ pe´riodique en x. La section ωz dans la direction transversale ne contient qu’un
nombre fini d’atomes. Pour le nanofil, on de´finit les fonctions de Bloch ge´ne´ralise´es par le proble`me aux
valeurs propres suivants pose´ sur la cellule unite´ U = (−1/2, 1/2)× ωz :
− 12∆χn +WLχn = Enχn.
χn(y, z) = 0 on ∂ωz, χn 1-periodique en y.∫
U |χn|2dydz = 1.
(1.4.1)
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Figure 1.2 – Gauche : caracte´ristiques I − VDS pour diffe´rents potentiels VGate obtenues par re´solution
du mode`le ET ; Droite : caracte´ristiques I − VDS pour un potentiel VGate = 0V et VGate = 0.2V . La
ligne solide correspond a` la solution obtenue par le mode`le ET, la ligne en pointille´ par le mode`le de
de´rive-diffusion.
Le proble`me e´tant pose´ sur la cellule unite´ U qui est de´finie a` partir de la section ωz, les fonctions de Bloch
de´pendent du dispositif. Par ailleurs, la pe´riodicite´ dans les conditions aux bords n’est pose´e que dans la
direction de transport, alors que le confinement est assure´ par des conditions de Dirichlet dans les autres
directions. Par conse´quent les vecteurs propres sont des quantite´s 3D alors que les bandes d’e´nergies sont
1D.
Dans toute la suite on supposera WL ≥ 0 et donne´ dans L∞(U). Les valeurs propres (En)n forment
une suite croissante et convergeant vers +∞. On supposera de plus que ces valeurs propres sont simples.
La masse effective m∗n de la nie`me bande est donne´e par
1
m∗n
= 1− 2
∑
n′ 6=n
Pnn′Pn′n
En − En′ , avec Pnn
′ =
∫
U
∂yχn′(y, z)χn(y, z) dydz. (1.4.2)
Remarquons ici l’importance de supposer les valeurs propres simples pour la de´finition de m∗n. De meˆme
que dans les sections pre´ce´dentes, un potentiel e´lectrostatique V (t, x, z) est ge´ne´re´ dans le dispositif et
calcule´ via l’e´quation de Poisson :
−∆x,zV = N. (1.4.3)
La densite´ de charge N(t, x, z) prend en compte la contribution de chaque bande d’e´nergie et est de´finie
par [23]
N =
+∞∑
n=1
ρngnn, avec gnn(z) =
∫ 1/2
−1/2
χ2n(y, z) dy. (1.4.4)
On de´finit un potentiel effectif Vnn par
Vnn(t, x) =
∫
ωz
V (t, x, z)gnn(z) dz = 〈V (t, x, ·), gnn〉, (1.4.5)
La densite´ de charge ρn(t, x) est de´termine´e par la dynamique dans la direction de transport. De
meˆme que dans la Section 1.2, on suppose que le transport est fortement affecte´ par les collisions avec les
phonons et est donc de´crit par le mode`le de de´rive-diffusion (1.2.9) dont nous rappelons l’e´criture :
∂tNs − ∂x
(
D(∂xNs +Ns∂xVs)
)
= 0, x ∈ [0, L], (1.4.6)
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ou` D est un coefficient de diffusion et Vs(t, x) est le potentiel effectif. Comme nous l’avons vu a` la
Section 1.2, cette e´quation est obtenue par une limite de diffusion de l’e´quation de Boltzmann avec
un ope´rateur de collisions e´lectrons-phonons de type BGK line´arise´ (1.2.1)–(1.2.2). Cette limite permet
d’obtenir l’expression du potentiel effectif (1.2.12) :
Vs = − lnZ avec Z =
+∞∑
n=1
e−
(
En+Vnn
)
, (1.4.7)
ou` En sont les valeurs propres du proble`me (1.4.1) et Vnn(t, x) sont les e´nergies potentielles de´finies par
(1.4.5). Nous introduisons le niveau de Fermi EF (t, x) et la variable de Slotboom u(t, x) de´finies par
u = eEF = Nse
Vs =
Ns
Z .
La densite´ de charge ρn apparaissant dans le membre de droite de l’e´quation de Poisson s’exprime alors,
en utilisant la statistique de Boltzmann :
ρn = e
EF−
(
En+Vnn
)
=
Ns
Z e
−
(
En+Vnn
)
. (1.4.8)
En comparaison avec les re´sultats pre´sente´s dans la Section 1.2, le mode`le de de´rive-diffusion-Poisson
pour un nanofil pre´sente´ ci-dessus implique la re´solution du proble`me de Bloch dans toutes les directions.
De plus, le confinement est bidimensionnel. Le re´sultat d’existence est le suivant :
The´ore`me 1.4.1. [Theorem 1.6 [A12]] Let T > 0. Supposons :
– Le coefficient de diffusion D est de classe C1(0, L) et on a la borne uniforme 0 < D1 ≤ D ≤ D2.
– La donne´e initiale N0s ≥ 0 satisfait N0s lnN0s ∈ L1(0, L).
– Le syste`me est comple´te´ par des conditions de Dirichlet aux bords x = 0 et x = L : N = Nb > 0
et V = Vb ∈ C2(ωz) ; et par des conditions de Neumann homoge`nes pour le potentiel sur ∂ωz. On
suppose la condition de compatibilite´ aux bords ∂zVb(z) = 0.
Alors le mode`le de´rive-diffusion-Poisson pour le nanofil (1.4.3)–(1.4.8) admet une solution faible telle que
Ns lnNs ∈ L∞([0, T ];L1(ωx)) ,
√
Ns ∈ L2([0, T ];H1(ωx)) , V ∈ L∞([0, T ];H1(Ω)).
Ide´e de la preuve.
Deux outils inde´pendants sont importants pour la de´monstration : des estimations pre´cises des e´le´ments
propres du proble`me de Bloch (1.4.1) et une estimation d’entropie relative. L’entropie relative est de´finie
par
W =
+∞∑
n=1
∫ L
0
(
ρn ln
(ρn
ρn
)
− ρn + ρn
)
dx+
1
2
∫
Ω
|∇(V − V )|2dxdz.
ou` on a introduit les extensions Ns et V des donne´es aux bords, de´finies respectivement sur ωx et Ω et
suppose´es re´gulie`res. L’e´quation (1.4.5) avec V au lieu de V permet de de´finir Vnn[V ] de´note´ Vnn. On
de´finit alors Z et ρn. Pour une solution faible de´finie sur [0, T ], l’entropie relative est borne´e
0 ≤W (t) ≤ CT , pour t ∈ [0, T ].
Cette estimation permet d’obtenir des bornes a priori et donc un cadre fonctionnel pour les quantite´s
Ns et V . Comme Ns est de´finie dans L logL, nous re´gularisons le syste`me. L’existence de solutions
pour le syste`me re´gularise´ est obtenue par une proce´dure de point fixe. Par passage a` la limite dans la
re´gularisation, nous obtenons une solution du syste`me non-re´gularise´.
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1.5 Couplage hybride
Dans les travaux pre´sente´s dans ce chapitre, nous avons conside´re´ des dispositifs pour lesquels la
direction de transport et la direction de confinement peuvent eˆtre de´couple´es. Outre la re´duction de
la dimensionalite´ du proble`me, ce qui est d’un grand inte´reˆt nume´rique, cette de´composition permet
d’utiliser des mode`les classiques du transport de charges dans la direction x de transport. Un avantage est
la prise en compte des collisions dans le transport, alors que les mode`les purement quantique n’en tiennent
pas compte. Ne´anmoins, cette approche pre´sente l’inconve´nient de ne´gliger les effets quantiques dans la
direction de transport (comme l’effet tunnel). Ces effets quantiques sont cependant tre`s localise´s dans
certaines re´gions des dispositifs e´lectroniques, par exemple dans le canal pour le DG-MOSFET sche´matise´
sur la Figure 1.1 ou pour le nanofil de la Section 1.4. Nous pouvons alors tirer parti de ces approches en
utilisant un mode`le purement quantique dans les zones ou` les effets quantiques sont importants, et un
mode`le couple´ quantique-classique dans les re´gions ou` les collisions sont pre´ponde´rantes (comme dans le
drain et la source). Bien e´videmment, l’interface entre ces domaines doit eˆtre traite´e avec soin et nous
devons donc de´finir pre´cise´ment les conditions a` l’interface a` imposer.
Plus pre´cise´ment, conside´rons un dispositif situe´ dans l’intervalle [0, L] dans la direction de transport.
Cet intervalle est alors de´compose´ en trois re´gions : [0, x1] correspondant a` la source, [x1, x2] pour le canal
et [x2, L] pour le drain. La zone classique est alors de´finie pour x ∈ [0, x1]∪ [x2, L] et la re´gion quantique
pour x ∈ [x1, x2] (voir la repre´sentation sche´matique ci-dessous).
0 x1 x2 L x
z
Classique Quantique Classique
Dans l’article pre´curseur [17], N. Ben Abdallah propose un mode`le couple´ cine´tique-quantique ou`
l’e´quation de Schro¨dinger est utilise´e pour calculer la densite´ dans la zone quantique tandis que le trans-
port collisionnel des e´lectrons dans la re´gion classique est mode´lise´ par l’e´quation de Boltzmann. Des
conditions aux interfaces pour l’e´quation de Boltzmann ont e´te´ de´finies ; elles de´pendent des coefficients
de re´flexion et transmission. Une discre´tisation nume´rique de cette approche a e´te´ propose´e dans [27].
Dans l’objectif de diminuer les couˆts nume´riques de l’e´quation de transport, le couplage avec un mode`le
de de´rive-diffusion dans la direction de transport a e´te´ e´tudie´ dans [73]. Les conditions d’interface ont
e´te´ obtenues par passage a` la limite dans les conditions de re´flexion-transmission obtenues dans [17], ce
qui conduit a` approcher les couches limites a` l’interface solutions d’un proble`me de Milne. Une autre
approche a e´te´ propose´e par [13] consistant a` imposer la continuite´ exacte du courant aux interfaces.
Des cas-test ont permis de constater que les re´sultats nume´riques obtenus par les deux approches sont
similaires.
Dans le cas du transport confine´ dans des nanostructures, nous avons conside´re´ le couplage du mode`le
purement quantique de Schro¨dinger pour les sous-bandes propose´ dans [154, 142] avec le mode`le de de´rive-
diffusion-Schro¨dinger-Poisson pre´sente´ dans les Sections pre´ce´dentes de ce chapitre dans la zone classique.
En adaptant les travaux de [73], des conditions aux interfaces ont e´te´ obtenues et ont permis de re´aliser
des simulations nume´riques pre´sente´es dans [Th]. Des simulations nume´riques pour le mode`le du nanofil
introduit dans la Section 1.4 sont pre´sente´es dans [C4]. Dans ce travail, le mode`le de de´rive-diffusion
pour le nanofil est utilise´ dans la zone classique et couple´ avec des e´quations de Schro¨dinger pour chaque
e´nergie potentielle Vnn dans la zone quantique.
Comme il a e´te´ pre´cise´ dans ce chapitre, il y a une hie´rarchie de mode`les classiques suivant le type de
collisions conside´re´es [20]. Dans cette Section, nous de´crivons brie`vement comment e´tendre les conditions
d’interface obtenus dans [13, 73] aux mode`les SHE et ET dans le cas purement classique. Il s’agit d’un
re´sume´ de l’article [A22]. Des conditions d’interfac¸age entre mode`les ET ont e´te´ obtenues en [75, 76].
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Nous conside´rons ici le cas du couplage avec l’e´quation de Schro¨dinger dans la zone quantique [x1, x2] ; et
nous e´tendons les deux approches de´crites ci-dessus : celle consistant a` passer a` la limite de diffusion dans
les conditions aux bords du mode`le cine´tique, et celle reposant sur la conservation exacte du courant.
Seul le cas sans confinement est e´tudie´, l’extension au mode`le confine´ est un travail futur.
Avant de de´crire l’obtention des conditions aux interfaces pour les deux approches, nous rappelons
brie`vement les mode`les utilise´s dans la zone quantique puis dans la zone classique. La zone quantique
[x1, x2] est de´crite par les e´tats de diffraction de l’e´quation de Schro¨dinger pour une e´nergie potentielle
V :
− 1
2m
∂xxψk + V (x)ψk = ε(x1, k)ψk, pour k > 0 ; − 1
2m
∂xxψk + V (x)ψk = ε(x2, k)ψk, pour k < 0,
ou` l’e´nergie dans le cas sans confinement est donne´e par ε(x, k) =
|k|2
2m
+V (x). Ce syste`me est comple´te´ par
les conditions transparentes aux bords traduisant que les ondes sont partiellement re´fle´chies et transmises
en x = x1 et x = x2. L’expression des coefficients de re´flexion et transmission (dans le cas V (x1) ≥ V (x2))
est donne´e par
R(k) = |r(k)|2, k ∈ R; T (k) = k+(k) |t(k)|
2
k
, pour k > 0,
T (k) = −Re
(
k−(k)
) |t(k)|2
k
, pour k < 0,
(1.5.1)
ou`
r(k) =
1
2
(
ψk +
i
k
∂xψk
)
(x1), t(k) = ψk(x2), pour k > 0,
r(k) =
1
2
(
ψk +
i
k
∂xψk
)
(x2), t(k) = ψk(x1), pour k < 0.
Supposant connue la fonction de distribution f rentrant dans la zone quantique, la densite´ quantique des
e´lectrons NQ est de´finie par
NQ(x) =
∫
k>0
f(x1, k)|ψk(x)|2 dk +
∫
k<0
f(x2, k)|ψk(x)|2 dk;
et le courant quantique
JQ =
∫ +∞
V1
JQ(ε) dε, avec JQ(ε) =
(
f(x1, k(x1, ε))− f(x2,−k(x2, ε))
)T (k(x1, ε)), (1.5.2)
ou` k(x, ε) =
√
2m(ε− V (x)) pour ε ≥ V (x).
Le transport dans la zone classique est mode´lise´ par l’e´quation de Boltzmann. Rappelons que dans le
cas sans confinement, qui nous inte´resse ici, cette e´quation est donne´e par (1.1.9) avec une seule bande
d’e´nergie potentielle V . Il a e´te´ montre´ dans [17] que les conditions a` l’interface s’e´crivent :
fα(x1, k) = R(−k)fα(x1,−k) + T (−k+)fα(x2,−k+), pour k < 0,
fα(x2, k) = R(−k)fα(x2,−k) + T (k−(k))fα(x1, k−), pour k >
√
2m(V (x1)− V (x2)),
fα(x2, k) = f
α(x2,−k), pour 0 < k <
√
2m(V (x1)− V (x2)),
(1.5.3)
avec k+ =
√
k2 + 2m(V (x1)− V (x2)) et k− =
√
k2 − 2m(V (x1)− V (x2)). Pour simplifier les notations,
le syste`me (1.5.3) est e´crit sous la forme synthe´tique : B(fα1 , fα2 ) = 0 ou` fαi (k) := fα(xi, k), i = 1, 2.
Conditions d’interface pour le mode`le SHE : 1e`re approche
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Dans le cas d’une seule bande d’e´nergie potentielle V , le mode`le SHE 1D est donne´ par les e´quations
(1.3.1)–(1.3.2) avec κ = −2pim∂tV . Il s’obtient en effectuant la limite α → 0 dans l’e´quation de Boltz-
mann. Un de´veloppement de Hilbert de la solution fα de l’e´quation de Boltzmann s’e´crit :
fα(x, k) = Fα(x, ε) +O(α2), (1.5.4)
ou` Fα est solution de (SHE) a` O(α2) pre`s. Il a alors e´te´ montre´ au The´ore`me 4.2 de [A22] que fα est
solution a` l’ordre 2 de l’e´quation de Boltzmann comple´te´ par les conditions de transmission (1.5.3) ssi les
conditions aux interfaces suivantes sont satisfaites :
D(x1, ε)∂xF
α(x1, ε) = D(x2, ε)∂xF
α(x2, ε) =: J
α
(ε), (1.5.5)
Fα(x1, ε)− Fα(x2, ε) = αJα(ε)
(
θ1(ε)− θ2(ε)
)
, (1.5.6)
ou` θ1 et θ2 sont les correcteurs de´finis par le proble`me de Milne [12, 76, 100, 181]
k
m
∂θi
∂ξ
= Q0(θi), k ∈ R, ξ ∈ Ωi, i = 1, 2,
B
(
θ1(0, k)− `(k), θ2(0, k)− `(k)
)
= 0,
(1.5.7)
avec Ω1 = (−∞, 0] et Ω2 = [0,+∞). La fonction ` ne de´pend que de k et est donne´e par le terme
d’ordre α du de´veloppement de Hilbert de fα. Dans le cas monodimensionnel, elle s’exprime simplement :
`(k) = k/(2|k|) si k 6= 0, et `(0) = 0.
Conditions d’interface pour le mode`le SHE : 2e`me approche
Les conditions d’interface obtenues dans la premie`re approche ne donnent pas la conservation exacte
du courant aux interfaces, mais seulement a` l’ordre 2 en α. En injectant le de´veloppement de Hilbert
(1.5.4) dans (1.5.2), nous obtenons la continuite´ exacte du courant aux interfaces ssi en plus de la condition
(1.5.5) nous imposons la condition :
Fα(x1, ε)− Fα(x2, ε) = −α J
α
(ε)
T (k(x1, ε)) . (1.5.8)
Remarque 1.5.1. Dans le cas 1D, le proble`me de Milne (1.5.7) peut se re´soudre explicitement et on
obtient
∀ε ≥ V1, θ1(ε)− θ2(ε) = 1− 1T (k(x1, ε)) .
Cette expression permet de faire le lien entre les conditions aux interfaces (1.5.6) et (1.5.8).
Finalement, les conditions d’interface pour le mode`le ET se de´duisent aise´ment en multipliant les
conditions pour SHE par
(
1
ε
)
et en inte´grant par rapport a` ε. La limite de relaxation τw → 0 permet de
retrouver les conditions aux interfaces pour DD. Des simulations nume´riques du mode`le ET pour le cas
test d’une diode a` effet tunnel re´sonnant ont e´te´ re´alise´es dans [A22] et soulignent que, dans ce cas, les
deux approches donnent des re´sultats tre`s proches.
Chapitre 2
Agre´gation de bacte´ries par
chimiotactisme
Ce chapitre re´sume les travaux [A7, A11, A13, A18, A19, A20, A21, C3, C5, R1].
2.1 Processus de run et tumble : mode`le cine´tique
2.1.1 Mode´lisation
La compre´hension du mouvement collectif de micro-organismes fait l’objet d’une intense activite´ de
recherche depuis plusieurs anne´es. Ce chapitre est consacre´ aux travaux re´alise´s autour de l’e´tude du
chimiotactisme bacte´rien, i.e. du mouvement des bacte´ries en re´ponse a` un signal chimique exte´rieur.
Dans cette e´tude, nous nous inte´ressons tout particulie`rement au cas du chimiotactisme positif, donnant
lieu a` des phe´nome`nes d’agre´gation. Le signal chimique sera alors appele´ le chemoattractant.
Le de´placement individuel d’une bacte´rie comme Escherichia Coli en re´ponse a` un gradient chimique
exte´rieur est de´sormais bien connu [32]. De fines flagelles se branchent sur le corps de la bacte´rie au niveau
de moteurs qui peuvent tourner soit dans le sens des aiguilles d’une montre soit dans le sens inverse.
Lorsque ceux-ci tournent tous dans le sens inverse des aiguilles d’une montre, les flagelles s’assemblent
pour propulser la bacte´rie en ligne droite. Cette phase est appele´e phase de run. Si l’un des moteurs
tourne dans le sens inverse, les flagelles se de´sassemblent et la bacte´rie effectue une rotation. C’est la
phase de tumble durant laquelle la bacte´rie se re´oriente pour la phase de run suivante. Le mouvement
re´sultant est duˆ a` l’alternance de ces deux phases. En modulant la dure´e de leurs phases de run, les
bacte´ries sont capables de s’agre´ger et de se de´placer collectivement. En se basant sur ces observations,
une description cine´tique du processus de run et tumble de´crit ci-dessus a e´te´ propose´e par Alt, Dunbar
et Othmer [1, 147]. Plus pre´cise´ment, la population de bacte´ries au temps t > 0 a` la position x ∈ Rd et
ayant la vitesse v ∈ V est de´crite par la densite´ f(t, x, v). Les bacte´ries sont suppose´es avoir une vitesse
de module constant durant la phase de run et la dure´e des phases de tumble est ne´glige´e. Le domaine V
conside´re´ dans cette e´tude sera donc la sphe`re. La dynamique est re´gie par le mode`le cine´tique suivant
[83, 151, 152, 113] :
∂tf + v · ∇xf =
∫
V
T (v, v′)f(t, x, v′) dv′ −
∫
V
T (v′, v)f(t, x, v) dv′, (2.1.1)
ou` T (v, v′) est le noyau de transition de vitesse, repre´sentant la probabilite´ des bate´ries ayant la vitesse
v de passer a` la vitesse v′ lors d’une phase de tumble. Le membre de gauche de cette e´quation mode´lise
alors la phase de run et le membre de droite la phase de tumble.
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Sur la base d’observations expe´rimentales, on conside`re que les phases de run ont une dure´e plus longue
lorsque les bacte´ries vont dans une direction favorable, i.e. telle que la concentration du chemoattractant
est croissante le long de leur trajectoire. Nous en de´duisons que le noyau de transition T (v, v′) doit
de´pendre de la densite´ du chemoattractant, note´e S(t, x). Dans le mode`le propose´ dans [77], on suppose
que le noyau de transition est directement relie´ au gradient du chemoattractant le long de la trajectoire
d’une bacte´rie :
T (v, v′) = φ(∂tS + v · ∇xS). (2.1.2)
Nous utiliserons aussi le mode`le simplifie´ suivant, supposant les bacte´ries capables de re´pondre instan-
tane´ment au gradient spatial de chemoattractant,
T (v, v′) = φ(v · ∇xS). (2.1.3)
Nous soulignons que dans ces expressions, T (v, v′) ne de´pend pas de v′. Dans le cas du chimiotactisme
positif, le taux de re´orientation est plus faible quand les bacte´ries vont dans une direction favorable. Par
conse´quent, la fonction φ sera choisie de´croissante. Diffe´rents choix de noyau de tumbling sont disponibles
dans la litte´rature (voir e.g. [83, 84, 77]).
Le chemoattractant est e´mis par les bacte´ries elles-meˆmes. Si on note ρ :=
∫
V f(v)dv la densite´ des
bacte´ries, la dynamique du chemoattractant est donne´e par le mode`le elliptique suivant :
−∆S + S = ρ. (2.1.4)
Le mode`le couple´ (2.1.1)-(2.1.4) est le point de de´part des travaux pre´sente´s dans ce chapitre. Ce
mode`le a en particulier e´te´ utilise´ en [164, 165] en comparaison avec des re´sultats expe´rimentaux. Dans
ces articles, les auteurs se sont inte´resse´s a` la description d’ondes de concentration en bacte´ries. Ces ondes
sont observe´es expe´rimentalement dans un micro-canal riche en nutriment. Une description mathe´matique
de ce phe´nome`ne est obtenue a` partir d’un mode`le similaire a` (2.1.1)-(2.1.4) dans lequel l’influence d’un nu-
triment a e´te´ rajoute´e. Une bonne concordance entre les re´sultats expe´rimentaux et les re´sultats the´oriques
a e´te´ obtenue graˆce a` ce mode`le. Actuellement, nous nous inte´ressons a` une extension de ces travaux dans
le cas d’un mode`le de deux populations de bacte´ries en interaction.
Les travaux re´sume´s dans ce chapitre portent sur des re´sultats d’existence de solutions au mode`le
cine´tique et sur l’e´tude de la limite hydrodynamique de celui-ci et du mode`le macroscopique d’agre´gation
obtenu par ce passage a` la limite. Dans la Section suivante, nous pre´sentons les re´sultats d’existence et
les simulations nume´riques pour le mode`le cine´tique [A7]. La Section 2.2 est consacre´e a` la limite hydro-
dynamique de ce syste`me. Cette limite conduit a` l’e´tude d’un mode`le macroscopique. Celui-ci consiste en
une loi de conservation scalaire non locale ge´ne´ralement appele´e e´quation d’agre´gation. Il est connu que
pour ce mode`le les solutions faibles dans Lp (p > 1) explosent en temps fini alors que la norme L1 est
conserve´e. Il paraˆıt donc naturel de s’inte´resser a` l’existence globale de solutions mesures, ce qui a e´te´
mene´ dans [A13] par la me´thode de dualite´ en une dimension d’espace. Cette e´tude est re´sume´e Section
2.2.2. Dans le cas ou` la de´pendance du noyau de tumbling au chemoattractant est line´aire, les solutions
obtenues sont e´quivalentes a` des solutions de´finies par flots gradients [A18]. L’approche en dualite´ ne peut
cependant pas eˆtre applique´e en dimension supe´rieure. Nous utilisons alors le flot de Filippov. Cette e´tude
est l’objet de la Section 2.3 qui re´sume les re´sultats d’existence de solutions mesures de [A21]. De plus,
des sche´mas nume´riques simulant les solutions apre`s blow-up de l’e´quation d’agre´gation sont propose´s et
de´crits dans la Section 2.3.2 qui re´sume l’article [A19].
Avant de poursuivre, nous avons besoin d’introduire quelques notations qui sont utilise´es dans ce
chapitre. On de´note C0(Y,Z) l’ensemble des fonctions continues de Y dans Z qui s’annulent a` l’infini
et Cc(Y,Z) l’ensemble de celles a` support compact. On pose Mloc(Rd) l’espace des mesures localement
Bore´liennes sur Rd. Pour ρ ∈Mloc(Rd) on de´finit |ρ|(Rd) sa variation totale. On de´noteMb(Rd) l’espace
des mesures de Mloc(Rd) avec une variation totale finie. Cet espace est toujours dote´ de la topologie
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faible σ(Mb, C0). Nous conside´rons aussi les espaces de mesures de probabilite´ (i.e. de masse totale 1)
avec un moment d’ordre q fini :
Pq(Rd) =
{
µ mesure Bore´lienne positive, µ(Rd) = 1,
∫
|x|qµ(dx) <∞
}
.
Cet espace est muni de la distance de Wasserstein de´finie par (voir [176, 177])
dWq(µ, ν) = inf
γ∈Γ(µ,ν)
{∫
|y − x|q γ(dx, dy)
}1/q
(2.1.5)
ou` Γ(µ, ν) est l’ensemble des mesures de Pq(Rd × Rd) avec marginale µ et ν.
2.1.2 Re´sultat d’existence et simulations nume´riques
Dans cette section nous nous plac¸ons en dimension 2 d’espace. L’existence de solutions au mode`le
cine´tique pour le chimiotactisme (2.1.1)-(2.1.4) avec diffe´rentes formes de noyau de tumbling T a e´te´
largement e´tudie´ dans la litte´rature [45, 58, 117, 82]. Un ingre´dient important est l’obtention d’estimations
a priori sur les termes ∂tS et ∇xS utilise´s dans l’expression du noyau de tumbling T (2.1.2). Pour cela,
nous repre´sentons la solution de l’e´quation (2.1.4) dans l’espace R2 sous la forme :
S(t, x) = (G ∗ ρ(t))(x), ou` G(x) = 1
4pi
∫ ∞
0
exp
(
− pi |x|
2
4s
− s
4pi
) ds
s
.
La fonction G est le potentiel de Bessel en dimension 2. Alors en utilisant la conservation de la densite´,
obtenue par simple inte´gration de l’e´quation cine´tique (2.1.1) :
∂tρ+∇x · J = 0, J(t, x) =
∫
V
vf(t, x, v) dv, (2.1.6)
le terme ∂tS se re´e´crit :
∂tS = G ∗ ∂tρ = −G ∗ ∇x · J = −∇xG ∗ J. (2.1.7)
Dans cette expression la convolution entre deux vecteurs est de´finie par ∇xG ∗ J = ∂x1G ∗ J1 + ∂x2G ∗ J2
ou` J1 et J2 sont les deux composantes du vecteur J . Par conse´quent nous obtenons des estimations sur
∂tS et ∇xS a` partir d’estimations sur ρ et J .
On peut alors re´e´crire le proble`me (2.1.1)-(2.1.2)-(2.1.4) :
∂tf + v · ∇xf =
∫
v′∈V
φ(∇xG ∗ (v′ρ− J))f(v′) dv′ − 2piφ(∇xG ∗ (vρ− J))f(v),
f(0, x, v) = f0(x, v),
(2.1.8)
ou` f0 est la donne´e initiale.
Le re´sultat d’existence est le suivant :
The´ore`me 2.1.1 (Theorem 2.2 [A7]). Soit f0 ∈ L1+ ∩ L∞(R2 × V). Supposons que φ ∈ C∞(R) avec
φ′ < 0 et φ borne´e. Le proble`me avec donne´e initiale (2.1.8) admet une unique solution faible globale f .
De plus f ∈ L∞((0,+∞);L1+ ∩ L∞(R2 × V)).
Ce re´sultat est obtenu tout d’abord localement en utilisant un argument de point fixe, puis e´tendu a`
tout intervalle de temps graˆce a` des estimations a priori.
Le syste`me e´tant bien pose´, des simulations nume´riques du mode`le ont e´te´ imple´mente´es. Le domaine
de simulation en espace est un rectangle (0, L) × (0, `) ⊂ R2, pour les simulations nume´riques nous
prenons un domaine allonge´ avec L = 10−2m et ` = 10−3m. Ce domaine correspond au dispositif dans
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lequel ont e´te´ mene´es les expe´riences pre´sente´es dans [164, 165], voir aussi les simulations re´alise´es plus
re´cemment dans [87]. La valeur du module constant des vitesses est V = 20µm.s−1. Dans ce cas, le
mode`le (2.1.1)–(2.1.4) s’e´crit :
∂tf + v · ∇xf =
∫
SV
φ(∂tS + v
′ · ∇xS)f(v′) dv′ − 2piφ(∂tS + v · ∇xS)f(v), (2.1.9)
avec la donne´e initiale f0. Le domaine e´tant borne´, le syste`me est comple´te´ par des conditions aux bords
de re´flexion spe´culaire aux parois.
La me´thode de discre´tisation propose´e dans [A7] est une me´thode semi-lagrangienne tre`s utilise´e en
physique des plasmas [167]. Il s’agit d’une me´thode Eule´rienne consistant en un calcul direct de la fonction
de distribution a` chaque pas de temps sur un maillage carte´sien fixe de l’espace des phases. Connaissant
la fonction de distribution au temps t aux noeuds du maillage, une valeur approche´e de celle-ci au temps
t + δt est calcule´e en suivant les caracte´ristiques dans le sens re´trograde et en interpolant la valeur au
pied de la caracte´ristique sur les noeuds du maillage. Une analyse de convergence de cette me´thode dans
le cas e´tudie´ ici est propose´e Theorem 3.3 de [A7]. Les Figures 2.1 et 2.2 pre´sentent les re´sultats d’une
simulation avec la donne´e initiale :
f0(x1, x2, v) = n0
Cx
2pi
exp(−Cx((x1 − L/2)2 + (x2 − `/2)2)),
avec la densite´ initiale n0 = 10
8m−3 et pour un facteur Cx = 106. La Figure 2.1 repre´sente la dynamique
pour le mode`le avec le noyau de tumbling T donne´ par (2.1.2). On observe l’agre´gation le long d’une
bande perpendiculaire aux parois du plus grand coˆte´ du dispositif. Pour la Figure 2.2, T est suppose´ ne
pas de´pendre de ∂tS comme dans (2.1.3). On observe un phe´nome`ne d’agre´gation beaucoup plus rapide
que dans le cas de la premie`re figure et ponctuel au centre du dispositif. Ceci montre une diffe´rence de
comportement importante des solutions entre les deux mode`les de noyau de tumbling.
Finalement, nous soulignons que le re´sultat d’existence pre´sente´ ici a e´te´ e´tendu au cas de deux
populations de bacte´ries en interaction dans [A20]. Dans cet article, les deux populations en interaction
sont issues de la meˆme souche de bacte´ries et e´mettent le meˆme chemoattractant, mais leur sensibilite´
au chemoattractant est diffe´rente. Notant f1(t, x, v) et f2(t, x, v) les fonctions de distribution de chacune
des espe`ces, la dynamique de ces fonctions est re´gie par le syste`me : ∂tfi + v · ∇xfi =
∫
V
(Ti[S](v, v′)fi(v′)− Ti[S](v′, v)fi(v)) dv′,
fi(t = 0, x, v) = f
0
i (x, v), pour i = 1, 2.
(2.1.10)
La position x ∈ Rd, la vitesse v ∈ V avec V un domaine borne´ de Rd et t ≥ 0. De meˆme que pre´ce´demment,
le noyau de tumbling Ti[S] prend en compte les changements temporels de la concentration du chemoat-
tractant le long des trajectoires des bacte´ries et s’e´crit :
Ti[S](v, v′) := φi(∂tS + v′ · ∇xS), pour i = 1, 2, (2.1.11)
ou` les fonctions φi sont de´croissantes et re´gulie`res. Les deux espe`ces e´mettant le meˆme chemoattractant
S, la dynamique de celui-ci est donne´e par le syste`me parabolique (si δ = 1) ou elliptique (si δ = 0) : δ∂tS −∆S + S = ρ1 + ρ2 :=
∫
V
f1(v)dv +
∫
V
f2(v)dv , δ = 0, 1,
S(x, t = 0) = 0, si δ = 1.
(2.1.12)
Pour ce mode`le ge´ne´ral, il a e´te´ montre´ le re´sultat d’existence suivant :
The´ore`me 2.1.2 (Theorem 2.2 [A20]). Supposons que les noyaux de tumbling T1, T2 sont donne´s par
(2.1.11) avec φ1 et φ2 des fonctions positives, borne´es et Lipschitziennes. Supposons de plus que les
donne´es initiales f01 et f
0
2 sont dans L
1
+(Rd×V)∩L∞(Rd×V), alors il existe une unique solution globale
au syste`me (2.1.10)–(2.1.12) telle que
f1, f2 ∈ L∞((0,+∞), L1+ ∩ L∞(Rd × V)), S ∈ L∞((0,+∞), Lp(Rd)), pour tout 1 ≤ p ≤ ∞.
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Figure 2.1 – Dynamique de la densite´ des bacte´ries ρ solution du mode`le cine´tique (2.1.9), comple´te´ par
des conditions de re´flexion spe´culaire aux bords. L’agre´gation se fait le long d’une bande (voir la barre
de couleur sur la droite).
2.2 Limite hydrodynamique en une dimension : solutions en
dualite´ de l’e´quation d’agre´gation
2.2.1 Equation d’agre´gation
Dans cette Section, nous conside´rons la limite hydrodynamique du mode`le cine´tique (2.1.1)-(2.1.4)
en une dimension. Ceci conduit a` l’e´tude de mode`les hyperboliques a` la limite (voir [103, 86, 141] pour
d’autres exemples). Remarquons que plusieurs auteurs se sont aussi inte´resse´s a` la limite diffusive du
mode`le cine´tique avec des hypothe`ses diffe´rentes sur le noyau de tumbling [58] conduisant au mode`le
ce´le`bre de Keller-Segel [150, 125]. La limite diffusive du mode`le a` 2 espe`ces (2.1.10)–(2.1.12) a e´te´ e´tudie´e
en [A20].
Dans cette e´tude, le noyau de tumbling est choisi sous la forme (2.1.3) et tel que
T (v, v′) = 1
2
(
1 + ψ(v∂xS)
)
, avec ψ impaire, ψ ∈ C1(R) et Lipschitzienne. (2.2.1)
Cette limitation nous permet de mener une e´tude mathe´matique comple`te.
Nous introduisons un parame`tre sans dimension ε  1 repre´sentant la distance moyenne parcourue
durant une phase de run. Dans le cas de l’application nume´rique de la Section pre´ce´dente, en posant
x la longueur caracte´ristique et φ la probabilite´ moyenne de re´orientation, on a ε = V/φx = 2 10−3.
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Figure 2.2 – Dynamique de la densite´ ρ des bacte´ries dans le dispositif dans le cas ou` le noyau de
tumbling de de´pend pas de ∂tS (2.1.3) sous les meˆmes conditions que pour la Figure 2.1. L’agre´gation a
lieu au centre du dispositif (voir la barre de couleur sur la droite).
En une dimension, la sphe`re SV de l’espace des vitesses ne contient que 2 vitesses {−V, V }. Le mode`le
(2.1.1)–(2.1.4) dans ce cadre se simplifie en :
∂tfε + v∂xfε =
1
ε
(
φ(−v∂xSε)fε(−v)− φ(v∂xSε)fε(v)
)
, x ∈ R, v ∈ {−V, V }
−∂xxSε + Sε = ρε = fε(v) + fε(−v).
(2.2.2)
Nous de´finissons ρε = fε(v)+fε(−v) la densite´ des bacte´ries et Jε = v(fε(v)−fε(−v)) le flux. En ajoutant
et soustrayant les e´quations pour v et −v, on obtient, en utilisant (2.2.1) :
∂tρε + ∂xJε = 0,
∂tJε + v
2∂xρε = −1
ε
(
Jε + vψ(v∂xSε)
)
.
(2.2.3)
Formellement, on de´duit a` la limite le mode`le d’agre´gation en une dimension suivant :{
∂tρ+ ∂x
(
a(∂xS)ρ
)
= 0,
−∂xxS + S = ρ,
(2.2.4)
ou` on a de´fini la fonction a(y) = −vψ(vy) ; la fonction ψ e´tant impaire et de´croissante, cette quantite´ ne
de´pend pas de v ∈ {−V, V } et a est croissante.
En e´crivant la solution de l’e´quation elliptique sous la forme d’un produit de convolution, S = K ∗ ρ
avec K = 12e
−|x|, le syste`me (2.2.4) peut s’e´crire sous la forme plus standard pour l’e´quation d’agre´gation :
∂tρ+ ∂x
(
a(∂xK ∗ ρ)ρ
)
= 0. (2.2.5)
Cette e´quation apparaˆıt dans de nombreuses applications par exemple pour mode´liser l’agre´gation de
particules [31, 55, 174], cellules [138, 146, 173], ou pie´tons [63, 67], . . .
L’existence de solutions faibles dans le cas ou` a = Id, cas que nous appelerons le cas line´aire dans
la suite de ce chapitre, a e´te´ largement e´tudie´e. Il est maintenant connu que dans le cas ou` le potentiel
d’interaction K n’est pas de classe C1, les solutions faibles explosent en temps fini, au sens suivant :
∀ p > 1, ‖ρ(t)‖Lp → +∞ en temps fini (voir par exemple [33, 34] en dimension d ≥ 1 quelconque et pour
a = Id, et [C3] pour le cas particulier du syste`me (2.2.4)). Cependant la conservation de la masse permet
d’envisager l’existence de solutions mesures globales en temps.
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Dans le cas line´aire, ou` a = Id, l’e´quation (2.2.5) a une structure naturelle de flot gradient. En
utilisant les techniques de´veloppe´es dans [3], base´es sur le sche´ma JKO [120], Carrillo et al [54] ont montre´
l’existence d’un flot gradient et donc d’une solution mesure pour le mode`le en dimension quelconque :
∂tµ = div
(
(∇xW ∗ µ)µ
)
, x ∈ Rd.
Le proble`me e´tant invariant par translation, on fixe le centre de gravite´ en 0. Dans cet article, le potentiel
d’interaction W ve´rifie :
W est continue, paire, C1(Rd \ {0}), |∇W (x)| ≤ C(1 + |x|),
et λ-convexe pour un certain λ ≤ 0 (i.e. x 7→W (x)− λ|x|2/2 est convexe) (2.2.6)
Le potentiel −K de l’exemple ci-dessus entre clairement dans ce cadre. Dans les travaux re´sume´s dans ce
chapitre, nous proposons une autre approche consistant a` interpre´ter le syste`me (2.2.4) comme une loi
de conservation scalaire avec une vitesse a(∂xS) qui de´pend de manie`re nonline´aire et non-locale de la
solution.
2.2.2 Solutions en dualite´ en une dimension
Lorsque ρ est une mesure dans le syste`me (2.2.4), le coefficient a(∂xS) peut avoir des discontinuite´s.
Une difficulte´ re´side alors dans la de´finition du produit a(∂xS)ρ. En une dimension d’espace, la the´orie des
solutions en dualite´ a e´te´ de´veloppe´e par Bouchut & James [42] pour une loi de conservation a` coefficient
discontinu b ∈ L∞((0, T )× R) donne´ :
∂tρ+ ∂x(bρ) = 0, ρ(t = 0) = ρ
0. (2.2.7)
Les solutions en dualite´ sont de´finies comme des solutions faibles, les fonctions tests e´tant des solutions
Lipschitziennes de l’e´quation de transport re´trograde :
∂tp+ b(t, x)∂xp = 0, p(T, .) = p
T donne´e dans Lip(R). (2.2.8)
On dit alors que p est re´versible si p est localement constant sur {(t, x) ∈ [0, T ] × R;∃pe, pe(t, x) 6=
0 solution de (2.2.8) pour pT = 0}. Une mesure ρ est une solution en dualite´ de (2.2.7) si pour toute
solution re´versible p et tout τ > 0, l’application t 7→
∫
R
p(t, x)ρ(t, dx) est constante sur [0, τ ].
The´ore`me 2.2.1 (Bouchut & James [42]). Il existe une unique solution en dualite´ de l’e´quation (2.2.7)
ρ dans C(0, T ;Mb(R)) si b satisfait la condition OSL (one sided Lipschitz) :
∂xb(t, x) ≤ α(t), α ∈ L1(0, T ), au sens des distributions. (2.2.9)
De plus, ρ = X#ρ
0, i.e. pour tout φ ∈ C0(R)∫
R
φ(x)ρ(t, dx) =
∫
R
φ(X(t, x))ρ0(dx),
ou` X est le flot re´trograde de´fini comme la solution re´versible de
∂tX + b(t, x)∂xX = 0 dans ]0, s[×R, X(s, s, x) = x.
Il existe une fonction Bore´lienne b̂ appele´e repre´sentant universel de b telle que b̂ = b p.p. et pour toute
solution en dualite´ ρ,
∂tρ+ ∂x(̂bρ) = 0 au sens des distributions.
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Cette notion a e´te´ utilise´e dans le cas de l’e´quation des gaz sans pression [43]. Le cadre d’application
est le caracte`re Lipschitzien a` droite (OSL) (2.2.9) de la vitesse b. En effet, Filippov [88] a montre´
que cette condition permet d’assurer l’existence et l’unicite´ d’un flot caracte´ristique associe´ la vitesse
b. Ce flot est appele´ le flot de Filippov et est de´fini comme solution de l’inclusion diffe´rentielle X ′(t) ∈
{Convess(b)(t, .)}(X(t)) [9], ou` Convess est l’enveloppe convexe essentielle, de´finie par :
{Convess(b)(t, ·)}(x) =
⋂
r>0
⋂
N∈N0
Conv [b (t, B(x, r) \N)] ,
avec N0 l’ensemble des ensembles de mesure de Lebesgue nulle. La notation Conv correspond comme
habituellement a` l’enveloppe convexe. Dans le cadre du the´ore`me ci-dessus, le flot de Filippov co¨ıncide
avec le flot re´trograde X du the´ore`me.
Apre`s avoir rappele´ ces notions, nous retournons au cas de l’e´quation d’agre´gation (2.2.4). Ici, la
vitesse macroscopique n’est pas une donne´e du proble`me mais de´pend de la solution. Nous introduisons
alors la de´finition :
De´finition 2.2.2. On dit que (ρ, S) ∈ C([0, T ];Mb(R))×C([0, T ],W 1,∞(R)) est une solution en dualite´
de (2.2.4) si :
(i) il existe âρ ∈ L∞((0, T )×R) et α ∈ L1loc(0, T ) tels que ∂xâρ ≤ α dans D′((0, T )×R), âρ = a(W ′∗ρ)
a.e., et pour tout 0 < t1 < t2 < T , ρ est solution en dualite´ sur (t1, t2) de
∂tρ+ ∂x(âρρ) = 0. (2.2.10)
(ii) l’e´quation −∂xxS + S = ρ est satisfaite au sens faible.
Formellement, le caracte`re OSL de la vitesse se ve´rifie simplement. En effet, dans le cas ou` ρ ≥ 0, qui
est le cas physique, on a, en utilisant l’e´quation elliptique sur S dans (2.2.4) et le fait que a est croissante
et Lipschitzienne :
∂x
(
a(∂xS)
)
= a′(∂xS)∂xxS ≤ cS,
au sens des distribution, avec c une constante de Lipschitz de la fonction a. Nous sommes donc dans le
cadre d’utilisation des solutions en dualite´. Les re´sultats de [A13] se re´sument alors en :
The´ore`me 2.2.3 (Theorem 3.9 et 3.10 de [A13]). Supposons ρ0 donne´ dans P1(R). Alors pour tout
T > 0, il existe une unique solution en dualite´ (ρ, S) de (2.2.4) qui satisfait
∂tρ+ ∂xJ = 0, J = −∂x(A(∂xS)) + a(∂xS)S a.e., (2.2.11)
avec A une primitive de la fonction a. De plus ρ = X#ρ
ini ou` X est le flot re´trograde pour la fonction
OSL a(∂xS).
Par ailleurs, si (fε, Sε) est une solution du mode`le cine´tique (2.2.2), alors quand ε→ 0 on a :
ρε ⇀ ρ dans C([0, T ];Mb(R)− σ(Mb, C0)),
Sε ⇀ S dans C([0, T ];W
1,∞(R))− faible.
Avant de pre´senter les principales lignes de la de´monstration, nous commentons ce re´sultat en sou-
lignant l’importance de (2.2.11) pour l’unicite´ des solutions. Un contre-exemple a` l’unicite´ est en effet
donne´ dans la Section 5 de [A13]. La de´finition du flux J dans (2.2.11) vient du calcul formel suivant :
a(∂xS)ρ = −a(∂xS)∂xxS + a(∂xS)S = −∂xA(∂xS) + a(∂xS)S,
ou` on a utilise´ le fait que −∂xxS+S = ρ. Bien que formel, ce calcul peut se justifier en utilisant le calcul
de Vol’pert [179] (chain rule pour les fonctions BV , voir aussi [2]) qui implique qu’il existe une fonction
âρ telle que âρ = a(∂xS) a.e. et
−∂xA(∂xS) + a(∂xS)S = âρρ.
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Cette de´finition du flux permet donc de donner un sens au produit dans le terme de divergence. Une telle
ide´e a e´te´ propose´e dans [145] pour le mode`le Vlasov-Poisson-Fokker-Planck en dimension 1. Elle a e´te´
e´tendue dans le cas de la dimension 2 dans [158] au moyen des mesures de de´faut pour de´finir le produit,
mais l’unicite´ n’a pas e´te´ de´montre´e (voir aussi [104]). On re´fe`re aussi a` [80] pour une application au
mode`le de Keller-Segel. Pour ce dernier mode`le, l’existence de solutions mesures a aussi e´te´ montre´ par
des techniques de re´gularisation du potentiel dans [129].
Un exemple simple. Pour illustrer les difficulte´s souleve´es par le proble`me de l’unicite´, nous conside´rons
le cas bien plus simple dans lequel la seconde e´quation de (2.2.4) est remplace´e par −∂xxS = ρ (voir aussi
[A11]). Le mode`le s’e´crit :
∂tρ+ ∂x
(
a(∂xS)ρ
)
= 0, −∂xxS = ρ.
Le flux est alors de´fini par J = −∂xA(∂xS). Par une inte´gration, nous obtenons l’e´quation de Burgers-
Hopf pour ∂xS :
∂t∂xS + ∂xA(∂xS) = 0.
La fonction a e´tant croissante, sa primitive A est convexe. Il est bien connu que cette e´quation admet
une unique solution seulement sous une condition d’entropie. En particulier, il existe une unique solution
de´croissante pour l’e´quation de Burgers-Hopf ci-dessus, i.e. satisfaisant l’ine´galite´ d’entropie ∂xxS ≤ 0 ce
qui e´quivaut a` ρ ≥ 0. Cette dernie`re ine´galite´ doit donc eˆtre vue comme une ine´galite´ de type Oleinik.
En conclusion, l’unicite´ n’est obtenue que sous la condition ρ ≥ 0 ; bien e´videmment cette condition est
impose´ par le mode`le, car ρ mode´lise une densite´ de population.
Revenons maintenant au cas e´tudie´ dans le The´ore`me 2.2.3.
Ide´e de la preuve : La de´monstration de l’existence se de´roule en deux principales e´tapes :
– On suppose que la donne´e initiale est une somme finie de masses de Dirac : ρ0 =
∑n
i=1miδx0i . Alors
on construit une solution au sens des distribution sous la forme ρ =
∑n
i=1mi(t)δxi(t) en utilisant
une dynamique de particules collantes pour de´finir la dynamique des agre´gats.
– Nous passons ensuite a` la limite n → +∞ en utilisant les re´sultats de stabilite´ des solutions en
dualite´ (voir [42]).
La preuve de la limite hydrodynamique s’obtient en passant a` la limite au sens des distributions dans
(2.2.3) apre`s avoir obtenu des estimations a priori sur la densite´ et la concentration du chemoattractant.
Pour l’unicite´, nous utilisons le fait que S = K ∗ ρ. En convolant (2.2.11) par K, nous de´duisons
∂t∂xS + ∂xA(∂xS)− a(∂xS)S +K ∗ (−∂xA(∂xS) + a(∂xS)S) = 0.
Par rapport a` l’exemple simple pre´sente´ ci-dessus pour lequel on remplace l’e´quation sur S par −∂xxS = ρ,
cette e´quation est non-locale. En adaptant la technique de doublement de variable a` la Kruzhkov nous
pouvons alors montrer que, comme dans le cas de l’e´quation de Burgers-Hopf, cette e´quation admet
une unique solution S pourvu que l’ine´galite´ ρ ≥ 0 soit satisfaite. Nous pouvons donc interpre´ter cette
ine´galite´ comme une condition d’entropie.
Remarque 2.2.4. Equivalence avec les flots gradients. Comme il l’a e´te´ souligne´, l’e´quation
d’agre´gation dans le cas a = Id a une structure naturelle de flot gradient. L’existence d’un flot gradient
a e´te´ de´montre´e dans [54] (voir aussi [70] pour un mode`le a` deux espe`ces). La question de l’e´quivalence
avec les solutions en dualite´ se pose donc et a e´te´ re´solue dans le cas de la dimension 1 dans [A18]. Pour
cela, nous avons e´tendu le re´sultat d’existence de solutions en dualite´ pour l’e´quation
∂tρ = ∂x
(
a(∂xW ∗ ρ)ρ
)
.
dans les deux cadres inde´pendants suivants :
– a = Id et W satisfait (2.2.6), ce qui correspond au cadre de [54], et est de plus Lipschitzien ;
– a ∈ C1(R) croissante et Lipschitzienne et W ′′ = δ0 +w avec w ∈ C1(R) ou` δ0 est la masse de Dirac
en 0.
34 CHAPITRE 2. AGRE´GATION DE BACTE´RIES PAR CHIMIOTACTISME
Nous avons alors de´montre´ que dans le premier cas, solutions en dualite´s et flots gradients sont
e´quivalents [A18, Theorem 4.1]. Par contre, pour a non-line´aire, nous ne pouvons e´tendre la notion de
flot gradient que dans le cas W = 12 |x| ; dans ce cas les deux notions de solutions coincident [A18, Theorem
5.7].
Notons que dans le cas des flots gradients, la vitesse macroscopique est de´finie comme l’e´le´ment de
norme minimale du sous-diffe´rentiel ∂W de l’e´nergie
W(ρ) = 1
2
∫
K(x− y)dρ(x)dρ(y).
Dans l’approche de´crite dans ce chapitre, elle est obtenue par la chain rule pour les fonctions BV (ou
calcul de Vol’pert). Nous re´fe´rons finalement a` un autre re´sultat re´cent d’e´quivalence dans le cas re´pulsif
[40].
2.3 Solutions mesures de´finies par un flot en dimension supe´rieure
2.3.1 Solutions de´finies par un flot
En dimension supe´rieure, la the´orie des solutions en dualite´ n’est pas comple`te [44]. Nous employons
donc une autre strate´gie, base´e sur la de´finition de solutions en mesure pour une loi de conservation de
Poupaud & Rascle [156]. Nous en rappelons les grandes lignes : conside´rons la loi de conservation
∂tu+ div(bu) = 0; u(t = 0) = u
0. (2.3.1)
Les caracte´ristiques sont les solutions de l’e´quation :
d
dt
X(t, x) = b(t,X(t, x)); X(0, x) = x. (2.3.2)
Lorsque les caracte´ristiques sont bien de´finies, par exemple quand b est localement Lipschitzienne uni-
forme´ment en t, alors la solution de (2.3.1) est telle que : pour tout fonction φ ∈ C0(Rd), on a∫
Rd
φ(x)u(t, dx) =
∫
Rd
φ(X(t, x))u0(dx), pour t ∈ [0, T ].
On dit que u est la mesure pushforward (ou mesure image) de u0 par X. Cette de´finition reste aussi
valable lorsque u0 est mesure et X continue.
Pour pouvoir conside´rer des vitesses b plus singulie`res, pouvant avoir des discontinuite´s, il convient
de pouvoir de´finir des caracte´ristiques (2.3.2). Pour cela, Filippov [88] a montre´ l’existence et l’unicite´ de
caracte´ristique, appele´ flot de Filippov, dans le cas ou` b est Lipschitzien a` droite (OSL). Ceci a permis
d’e´tendre le re´sultat d’existence de solutions a` (2.3.1) :
The´ore`me 2.3.1. [Poupaud & Rascle [156]] Soient T > 0, b ∈ L1([0, T ], L∞(Rd)) satisfaisant la condi-
tion OSL :
(b(t, x)− b(t, y)) · (x− y) ≤ α(t)‖x− y‖2, pour α ∈ L1(0, T ).
Alors pour tout u0 ∈ Mb(Rd), il existe une unique solution mesure u de l’e´quation (2.3.1), de plus elle
est de´finie par la mesure image : u(t) = X(t)#u0, ou` X est le flot de Filippov associe´ a` la vitesse b.
De plus, un re´sultat de stabilite´ a e´te´ re´cemment e´tabli :
The´ore`me 2.3.2. [Bianchini & Gloyer [38]] Soit T > 0. Supposons que bn ⇀ b dans L
1([0, T ], L1loc(Rd)).
Alors le flot de Filippov Xn ge´ne´re´ par bn converge localement dans C([0, T ]×Rd) vers le flot de Filippov
X ge´ne´re´ par b.
2.3. SOLUTIONS MESURES DE´FINIES PAR UN FLOT EN DIMENSION SUPE´RIEURE 35
Apre`s avoir rappele´ ces re´sultats d’existence pour une loi de conservation scalaire avec une vitesse b
donne´e et OSL, nous revenons a` l’e´quation d’agre´gation dans le cas line´aire pose´ dans Rd, d ≥ 1 :
∂tρ = div(∇W ∗ ρ ρ), ρ(0) = ρ0, (2.3.3)
avec un potentiel d’interaction W Lipschitzien et satisfaisant (2.2.6). Afin de donner un sens au produit
dans le terme de divergence de cette e´quation, nous devons trouver une de´finition adapte´e de la vitesse
macroscopique, comme nous l’avons fait en 1D en utilisant le calcul de Vol’pert.
Le potentiel d’interaction W satisfait (2.2.6) et est Lipschitzien. Soit (Wn)n∈N∗ une suite de fonctions
paires, C1(Rd) re´gularisant W et telle que
supx∈Rd\B(0, 1n )
∣∣∇Wn(x)−∇W (x)∣∣ ≤ 1
n
, pour tout n ∈ N∗.
Soit (ρn) une suite de mesures telle que ρn ⇀ ρ vaguement. Posons an = ∇Wn ∗ ρn. Alors, en utilisant
la parite´ de Wn, pour toute fonction continue a` support compact, on a :∫
Rd
φ(x)an(x)ρn(dx) =
1
2
∫∫
Rd×Rd
(φ(x)− φ(y))∇Wn(x− y)ρn(dx)ρn(dy).
Le terme φ(x) − φ(y) s’annule quand x = y. En de´composant l’inte´grale sur Rd × Rd dans le terme de
droite entre l’inte´grale sur un voisinage de la diagonale D = {(x, x), x ∈ Rd} et sur son comple´mentaire,
on montre que
lim
n→+∞
∫
Rd
φ(x)an(x)ρn(dx) =
∫∫
Rd×Rd\D
φ(x)∇W (x− y)ρ(dx)ρ(dy),
Ceci conduit a` de´finir le champs de vitesse, pour ρ ∈ C([0, T ],P2(Rd)), par :
âρ(t, x) = −
∫
y 6=x
∇W (x− y)ρ(t, dy). (2.3.4)
Par de´finition de la λ-convexite´ du potentiel W , on a :
∀x, y ∈ Rd \ {0}, (∇W (x)−∇W (y)) · (x− y) ≥ λ‖x− y‖2. (2.3.5)
Donc, si ρ est positive, on de´duit de la de´finition (2.3.4) et de la λ-convexite´ de W l’estimation OSL :
(âρ(t, x)− âρ(t, y)) · (x− y) ≤ −λ‖x− y‖2|ρ|(Rd).
Par conse´quent, pour une mesure ρ donne´e, on peut, d’apre`s le The´ore`me 2.3.1, de´finir un flot de Filippov
Xρ associe´ a` la vitesse âρ et donc une solution mesure µ = Xρ #ρ
0 de l’e´quation de conservation avec
la vitesse âρ. Il reste alors a` montrer que µ = ρ, ce qui s’obtient avec des arguments de stabilite´ en se
basant sur le The´ore`me 2.3.2. Finalement, le re´sultat s’e´nonce sous la forme :
The´ore`me 2.3.3. [Theorem 2.5 [A21]] Soient T > 0 et ρ0 donne´ dans P2(Rd). Supposons W Lipschitzien
et satisfaisant (2.2.6). Il existe un unique flot caracte´ristique de Filippov X telle que la mesure image
ρ := X#ρ
0 est une solution de l’e´quation d’agre´gation
∂tρ+ div(âρρ) = 0, ρ(0, ·) = ρ0, (2.3.6)
ou` âρ est de´fini par (2.3.4). De plus, ρ ∈ C([0, T ],P2(Rd)) et est e´gal a` la solution de´finie par les flots
gradients.
Si ρ0 et µ0 sont deux mesures donne´es dans P2(Rd), alors les mesures images correspondantes ρ et µ
satisfont pour tout t ∈ [0, T ]
dW2(ρ(t), µ(t)) ≤ e−2λtdW (ρ0, µ0), (2.3.7)
ou` dW2 est la distance de Wasserstein de´finie en (2.1.5).
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Ide´e de la preuve de l’unicite´. Les arguments pour l’existence reprennent ceux du cas de la
dimension 1 comme cela l’a e´te´ e´nume´re´ ci-dessus. Nous donnons maintenant un calcul formel afin de
pre´senter l’ide´e permettant de conduire a` l’unicite´ des solutions. Elle repose sur l’ine´galite´ de contraction
(2.3.7).
Soient ρ = X#ρ
0 et ρ˜ = X˜#ρ
0 deux solutions dans C([0, T ],P2(Rd)). Introduisons la quantite´
I = 1
2
∫
Rd
(
X(t, x)− X˜(t, x))2ρ0(dx).
Cette quantite´ est relie´e a` la distance de Wasserstein de´finie en (2.1.5). Formellement on calcule :
d
dt
I =
∫
Rd
(
âρ(t,X(t, x))− âρ˜(t, X˜(t, x))
) · (X(t, x)− X˜(t, x)) ρ0(dx).
Par la de´finition (2.3.4) et en utilisant la parite´ de W , on obtient :
d
dt
I = −1
2
∫∫
Rd×Rd\D
(∇W (X(t, x)−X(t, y))−∇W (X˜(t, x)− X˜(t, y)))·
(X(t, x)−X(t, y)− X˜(t, x) + X˜(t, y)) ρ0(dx)ρ0(dy).
Avec la λ-convexite´ de W (2.3.5), nous de´duisons
d
dt
I ≤ −λ
2
∫∫
Rd×Rd\D
(X(t, x)−X(t, y)− X˜(t, x) + X˜(t, y))2 ρ0(dx)ρ0(dy).
Nous rappelons que λ ≤ 0 et |ρ0|(Rd) = 1. Finalement
d
dt
I ≤ −2λI,
et nous concluons avec un Lemme de Gronwall que X = X˜. Les calculs mene´s ici se justifient rigoureu-
sement graˆce a` un proce´de´ de re´gularisation.
2.3.2 Re´solution nume´rique
L’approximation nume´rique des solutions de l’e´quation d’agre´gation (2.2.4) en dimension 1 ou (2.3.3)
en dimension supe´rieure soule`ve plusieurs difficulte´s. L’une d’elles est que les solutions explosent en temps
fini, formant des masses de Dirac. Une autre difficulte´ est duˆe au fait que l’unicite´ n’est obtenue que sous
un crite`re d’entropie et de de´finition ade´quate de la vitesse macroscopique, comme pre´cise´ dans les parties
pre´ce´dentes de ce chapitre. Il n’existe actuellement que peu de travaux sur la re´solution nume´rique de
telles lois de conservation scalaire avec une vitesse non locale. Les travaux [53, 65] proposent des me´thodes
de discre´tisation mais ne s’inte´ressent pas au cas des solutions mesures apre`s explosion.
Compte tenu des re´sultats d’existence pre´sente´s ci-dessus, l’ide´e est de discre´tiser l’e´quation (2.2.11)
en dimension 1 (The´ore`me 2.2.3) et l’e´quation (2.3.6) en dimension supe´rieure (The´ore`me 2.3.3). Nous
pre´sentons plus pre´cise´ment la discre´tisation pour le mode`le (2.2.4) en dimension 1. La vitesse macro-
scopique est alors de´finie a` partir de la de´finition du flux J dans (2.2.11) graˆce au calcul de Vol’pert.
Supposons, pour la pre´sentation, que la fonction a ∈ C1(R) et est telle que |a| ≤ aM (des hypothe`ses
moins restrictives sont pre´sente´es dans [A19]). Soient (xi)i∈Z un maillage carte´sien de pas δx et δt le pas
de temps, tn = nδt, n ∈ N. De´notons ρni une valeur approche´e de ρ(tn, xi) et Sni une valeur approche´e de
S(tn, xi). Nous conside´rons la discre´tisation de type Lax-Friedrichs :
ρn+1i = ρ
n
i (1− λaM ) +
λ
2
aM (ρ
n
i−1 + ρ
n
i+1) + λ(J
n
i−1/2 − Jni+1/2),
Jni+1/2 = −
A(∂xS
n
i+1)−A(∂xSni )
δx
+ ani+1/2
Sni+1 + S
n
i
2
,
(2.3.8)
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ou` λ = δtδx . On utilise la discre´tisation ∂xS
n
i+1 =
Sni+2−Sni
2δx ou` (S
n
i )i est obtenue par discre´tisation de
l’e´quation elliptique satisfaite par S :
−S
n
i+1 − 2Sni + Sni−1
δx2
+ Sni = ρ
n
i .
On de´finit la vitesse macroscopique par :
ani+1/2 =

0 si ∂xS
n
i+1 = ∂xS
n
i ,
A(∂xS
n
i+1)−A(∂xSni )
∂xSni+1 − ∂xSni
sinon.
Avec cette de´finition, on de´duit de la seconde e´quation de (2.3.8)
Jni+1/2 = a
n
i+1/2
ρni+1 + ρ
n
i
2
.
Par conse´quent, nous pouvons re´e´crire le sche´ma (2.3.8) sous la forme
ρn+1i = ρ
n
i
(
1− λaM + λ
2
(ani−1/2 − ani+1/2)
)
+
λ
2
(
aM + a
n
i−1/2
)
ρni−1 +
λ
2
(
aM − ani+1/2
)
ρni+1.
(2.3.9)
On en de´duit que si la condition de type CFL,
λ :=
δt
δx
≤ 1
2aM
, (2.3.10)
est ve´rifie´e alors le sche´ma est positif. On de´finit alors (ρδ, Sδ) une reconstruction constante par morceaux
e´gale a` (ρni , S
n
i ) sur chaque cellule [tn, tn+1)× [xi, xi+1). On peut alors montrer (voir [A19, Theorem 2.5])
que la suite (ρδ, Sδ) converge, quand δt et δx tendent vers 0 en satisfaisant la condition (2.3.10), vers la
solution du The´ore`me 2.2.3.
La Figure 2.3 pre´sente le re´sultat d’une simulation effectue´e avec le sche´ma (2.3.8) pre´sente´ ci-dessus.
La donne´e initiale est choisie re´gulie`re et compose´e de trois bosses : ρ0(x) = e−10(x−1.25)
2
+ 0.8e−20x
2
+
e−10(x+1)
2
. La fonction a est de´finie par a(x) = 2/pi Arctan(10x), de sorte que aM = 1. On observe sur
la Figure 2.3 la formation de masses de Dirac qui en temps fini s’agre`gent en une seule masse de Dirac.
La discre´tisation propose´e en une dimension peut s’adapter a` la dimension supe´rieure. Nous rappelons
qu’en dimension supe´rieure nous nous limitons au cas ou` a est line´aire et ou` le potentiel d’interaction W et
Lipschitzien et satisfait (2.2.6). La vitesse macroscopique est alors de´finie par (2.3.4) et nous cherchons a`
discre´tiser (2.3.6). Pour cela il suffit de reprendre le sche´ma (2.3.9) et de l’e´crire sur un maillage carte´sien.
La vitesse macroscopique discre`te doit alors eˆtre calcule´e par une discre´tisation de la formule (2.3.4), par
exemple en utilisant une me´thode des rectangles (voir [A21] pour plus de de´tails). La convergence d’un
tel sche´ma vers la solution du The´ore`me 2.3.3, sous une contrainte sur le pas de temps de type CFL, est
de´montre´e dans [A21].
Nous pre´sentons dans la Figure 2.4 le re´sultat d’une simulation re´alise´e sur un carre´ de longueur 1,
pour une donne´e initiale compose´e de trois bosses :
ρ0(x, y) = exp(−Cx(x− 1/4)2 − Cx(y − 1/3)2) + exp(−Cx(x− 0.8)2 − Cx(y − 0.6)2)
+0.9 exp(−Cx(x− 0.4)2 − Cx(y − 0.6)2),
avec Cx = 100. Le potentiel d’interaction choisi pour cette simulation est W (x) = 1 − e−5|x|. Nous
observons qu’au bout de 2 secondes, les trois bosses initiales ont forme´ trois agre´gats tre`s pique´s. Ces
agre´gats interagissent entre eux et finissent par s’agglutiner en temps fini au centre de masse. Cette
dynamique est attendue, car il a e´te´ de´montre´ dans [54] que les solutions de l’e´quation d’agre´gation pour
une donne´e initiale a` support compacte convergent en temps fini vers une masse de Dirac au centre de
masse.
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Figure 2.3 – Dynamique de la densite´ ρ solution de l’e´quation d’agre´gation (2.2.4) obtenue graˆce au
sche´ma (2.3.8). On observe la formation de masses de Dirac qui s’agre`gent en une seule masse de Dirac
en temps fini.
Figure 2.4 – Dynamique de la densite´ ρ avec une donne´e initiale compose´e de trois bosses dans le cas
W (x) = 1− e−5|x|.
Chapitre 3
Auto-organisation de communaute´s
cellulaires : swarming chez Bacillus
subtilis
Ce chapitre re´sume les articles [A9, A10].
3.1 Introduction et mode´lisation
3.1.1 Motivation : swarming chez Baccillus subtilis
Bacillus subtilis est un des mode`les de bacte´ries les plus utilise´s dans les laboratoires pour e´tudier des
questions fondamentales concernant la croissance des bacte´ries, leur me´tabolisme, la cre´ation d’enzymes.
C’est aussi un mode`le important pour e´tudier le comportement social en large communaute´ des bacte´ries.
De re´centes expe´riences se sont inte´resse´es a` la prolife´ration de la bacte´rie Bacillus subtilis [109, 121, 122].
Il a en particulier e´te´ observe´ que dans un milieu riche en substrat, ces cellules migrent en colonies
en formant un re´seau complexe de ramifications dendritiques. Ce phe´nome`ne de migration collective
impliquant une interaction coope´rative entre les cellules est appele´ swarming. Un tel re´seau obtenu dans
une boˆıte de Petri par les scientifiques de l’Institut de Ge´ne´tique et Microbiologie de Paris est repre´sente´
dans la Figure 3.1. Les bacte´ries ont e´te´ inocule´es au centre de la boˆıte de Petri et ont migre´ en formant
des dendrites au bout de quelques heures.
Dans une premie`re e´tape, les cellules prolife`rent a` l’inte´rieur de la colonie me`re. Apre`s un soudain
phe´nome`ne d’explosion, un petit nombre de dendrites primaires se forment a` partir de la colonie me`re.
La Figure 3.2 reporte les e´tapes de formation de ces dendrites. Elles sont constitue´es d’une seule couche de
cellules que l’on peut distinguer en deux types : les swarmers hyper-mobiles a` l’extre´mite´ de la dendrite
et les supporters avec une mobilite´ beaucoup plus faible et maintenus a` une densite´ constante le long
de la dendrite. La Figure 3.3 repre´sente la composition d’une dendrite par marquage fluorescent. On
constate que les cellules a` l’extre´mite´ de la dendrite sont hyper-flagelle´s et donc beaucoup plus mobiles
que les cellules le long de la dendrite. Des branchements ont lieu lors de la migration a` l’extre´mite´ de la
dendrite. Les observations expe´rimentales montrent aussi la secre´tion d’un surfactant, appele´ surfactine,
qui est essentiel a` la migration des cellules, ainsi que la production d’au minimum 15 ge`nes. Un processus
de communication via l’emission de signaux chimiques a donc lieu entre les cellules. Finalement les
expe´riences ont e´te´ re´alise´es dans un milieu tre`s riche en substrat, ce qui semble indiquer que le processus
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de branchement ne de´pend pas de la concentration en nutriment. Ainsi, les mode`les a` la Gray-Scott [105]
qui sont nutriments-de´pendants et ont permis avec succe`s de mode´liser le branchement [99, 124, 126, 132,
135, 139] ne peuvent pas eˆtre utilise´s ici.
Figure 3.1 – Formation d’un arbre dendritique durant le processus de colonisation de la bacte´rie Bacillus
subtilis
Figure 3.2 – Processus de formation d’une dendrite. Des microcolonies se regoupent au bord de la colonie
me`re. Au bout de 12h on note l’e´mergence de quelques boutons a` l’interface qui donnent naissance a` des
dendrites colonisant la boˆıte de Petri. Ces dendrites sont constitue´es d’une seule couche de bacte´ries
Bacillus subtilis
Dans ce chapitre nous proposons une nouvelle classe de mode`les base´s sur les observations de´crites
dans cette introduction permettant de pre´dire les branchements sans limitation de nutriment. Le mode`le
le plus complet, pre´sente´ dans [A9] et rappele´ dans la sous-section suivante, est aussi celui le plus pre´cis
d’un point de vue biologique. Il se re´le`ve cependant trop complexe pour son e´tude mathe´matique et est
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Figure 3.3 – Analyse par microfluorescence d’une dendrite. La composition varie suivant que l’on se
trouve proche de la colonie me`re ou a` l’extreˆmite´ de la dendrite (tip) : les bacte´ries du tip sont fortement
flagelle´es et donc tre`s mobiles alors que le long de la dendrite les bacte´ries sont peu mobiles.
donc simplifie´. Le mode`le simplifie´ ne s’inte´resse qu’a` la densite´ des swarmers dans l’extre´mite´ de la
dendrite et de´crit leur dynamique sous l’effet de l’interaction de forces d’aggre´gation et de re´pulsion dans
la direction du surfactant. On obtient un syste`me de 3 EDP pre´sente´ Section 3.2. Nous proposons ensuite
une e´tude de l’existence d’ondes sous forme de plateau pour ce mode`le simplifie´.
3.1.2 Mode´lisation
A partir des observations ci-dessus, nous introduisons les quantite´s mathe´matiques :
• n(t, x) la densite´ des swarmers pour laquelle on conside`re une e´quation de conservation. Les swar-
mers se de´placent par effect chimiotactique duˆ a` la surfactine S et a` un substance chimique note´e
c qui a un roˆle attractif ;
• c(t, x) la concentration de l’agent chimique produit par les swarmers qui leur permettent de s’attirer
mutuellement. Le taux de production est note´ αc, le coefficient de diffusion Dc et le facteur de
de´gradation τc ;
• S(t, x) la densite´ de la surfactine qui est produite par les supporters et la colonie me`re avec des
taux de production respectifs αf et αS . Le coefficient de diffusion est note´ DS , le facteur de
de´gradation τs ;
• Dm(t, x) la trace laisse´e par les swarmers, produite par ceux-ci avec un taux dm ;
• mcol la densite´ de population de la colonie me`re ;
• f(t, x) la densite´ des supporters diffusant dans le milieu avec un coefficient de diffusion Dm. Les
supporters sont engendre´s par mitoses par les swarmers avec un taux Bn et par les supporters avec
un taux Bf (1− f).
Le syste`me complet s’e´crit :
∂tn+ div
(
n(1− n)∇c− n∇S) = 0,
−Dcc+ τcc = αcn,
∂tS −Ds∆S + τsS = αsmcol + αff,
∂tDm = dmn,
∂tf − div(Dm∇f) = Bff(1− f) +Bnn,
(3.1.1)
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Nous pre´sentons des simulations nume´riques de ce mode`le effectue´es graˆce au logiciel FreeFem++
[110]. On se place dans un domaine borne´ Ω = [0, L] × [0, L] ⊂ R2, le syste`me e´tant comple´te´ par des
conditions de Neumann aux bords pour c et S et des conditions de flux nul aux bords pour la densite´ des
swarmers n. Les parame`tres choisis sont Dc = 0.001, τc = 1, αc = 1, Ds = 0.5, τs = 10, αs = 2, αf = 30,
dm = 50, Bf = 0, Bn = 1. La donne´e initiale pour la densite´ des swarmers est un inoculum injecte´ dans
un petit domaine : n(0, x) = n0(x) = 1 sur l’ensemble I = {x = (x1, x2) : 0.16 < x21 + x22 < 0.25} et
n(0, x) = 0 a` l’exte´rieur de ce domaine. Afin d’e´viter des couches initiales, la concentration initiale de la
surfactine, S(0, x) = S0(x), est obtenu par re´solution du proble`me
−Ds∆S0 + τsS0 = αsmcol.
Finalement, on choisit Dm(0, x) = 0, f(0, x) = 0 et mcol(x1, x2) = 3 sur l’ensemble {x = (x1, x2) :
x21 + x
2
2 < 0.16} et 0 ailleurs.
Les re´sultats nume´riques sont repre´sente´s dans la Figure 3.4 pour 5 temps successifs. Avec nos choix de
parame`tres, les swarmers pre´sents dans le tip de la colonie forment un plateau se de´plac¸ant vers l’exte´rieur
du domaine. De plus nous observons plusieurs branchements dans la dynamique, ce qui est compatible
avec les observations expe´rimentales (voir Figure 3.1). Ce me´canisme de branchement est tre`s diffe´rent
de celui observe´ pour les syste`mes de re´action-diffusion e´tudie´s dans [99, 124, 135, 126] puisqu’il n’est pas
duˆ a` un manque de nutriment.
a) b)
c) d)
e)
Figure 3.4 – Dynamique en temps de la densite´ des swarmers et des supporters n + f (gauche) et de
la concentration de la surfactine S (droite) calcule´ avec le syste`me (3.1.1). Les re´sultats sont pre´sente´s
pour 5 temps successifs, la figure a) correspondant a` la donne´e initiale.
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3.2 Existence d’ondes en forme de plateaux
Afin de mener une e´tude mathe´matique, nous simplifions le syste`me (3.1.1) en un syste`me de 3 EDP
en ne gardant que la densite´ des swarmers n, la concentration de l’agent chimique attractif c qui joue
le roˆle de chemoattractant, et la concentration de la surfactine S qui agit comme un agent re´pulsif. Le
syste`me simplifie´ adimensionne´ s’e´crit alors :
∂tn+ div
(
n
(
1− n)∇c− n∇S) = 0 ,
−Dc∆c+ c = αcn ,
∂tS −Ds∆S + S = αsn .
(3.2.1)
D’une manie`re plus ge´ne´rale, ce syste`me repre´sente un mode`le d’auto-organisation pour une communaute´
de cellules capable de produire un des agents chimiques attractifs et re´pulsifs (voir d’autres applications
dans [99, 148, 134]). La sensibilite´ logistique n(1−n) pour le chemo-attractant tient compte des effets de
re´duction de la re´ponse cellulaire lorsque la densite´ cellulaire devient e´leve´e [113, 149, 152]. Ceci pre´vient
les effets de surpopulation et d’un point de vue mathe´matiques permet d’e´viter les effets d’explosion en
temps fini des solutions faibles [171] comme c’est le cas pour le mode`le de Keller-Segel (voir par exemple
[39, 115, 116]). Dans le cas d’absence de surfactine, le syste`me re´sultant a e´te´ e´tudie´ par plusieurs auteurs
[48, 49, 69, 78].
Un outil mathe´matique important pour e´tudier les phe´nome`nes de migration a` vitesse constante est
la recherche d’onde de propagation ou traveling wave. C’est une solution particulie`re du syste`me (3.2.1)
en translation uniforme a` vitesse constante note´e σ. Elle est obtenue naturellement en une dimension
d’espace. Nous nous focalisons donc sur le syste`me :
∂tn+ ∂x
(
n(1− n)∂xc− n∂xS
)
= 0 ,
−Dc∂xxc+ c = αcn ,
∂tS −Ds∂xxS + S = αsn .
(3.2.2)
La recherche de traveling waves consiste donc a` rechercher des solutions particulie`res sous la forme
n(t, x) = n(x− σt), c(t, x) = c(x− σt), S(t, x) = S(x− σt). Parmi les traveling waves, on s’inte´resse plus
particulie`rement a` celles sous forme de plateau [112] :
De´finition 3.2.1. On dit que le syste`me (3.2.2) admet une solution sous la forme d’une onde de propa-
gation en forme de plateau, ou traveling plateau, s’il existe une traveling wave (n, c, S) a` la vitesse σ telle
qu’il existe L > 0 pour lequel n = 0 sur R \ (0, L) et n > 0 sur (0, L).
Nous n’avons pas de re´sultat ge´ne´ral d’existence pour ces traveling plateaux, mais seulement dans
les cas particuliers ou` la masse totale est petite en ne´gligeant la de´gradation du surfactant et ou` la
diffusion du surfactant est ne´gligeable Ds  1. Dans un premier temps, nous e´tudions l’existence de
plateaux stationnaires qui sont des traveling waves a` vitesse nulle. Ensuite, nous pre´sentons les re´sultats
d’existence de traveling plateaux obtenus dans [A9, A10].
3.2.1 Plateaux stationnaires
Nous recherchons les solutions du syste`me a` l’e´quilibre :
∂x
(
n(1− n)∂xc− n∂xS
)
= 0 ,
−Dc∂xxc+ c = αcn ,
−Ds∂xxS + S = αsn ,
(3.2.3)
comple´te´ avec les conditions aux bords
n(±∞) = c(±∞) = S(±∞) = 0 . (3.2.4)
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Avec ces conditions, une inte´gration de la premie`re e´quation donne
n
[
(1− n)∂xc− ∂xS
]
= 0 .
Nous pouvons donc distinguer deux re´gions : la zone ou` n = 0 et la re´gion ou`
n = 1− ∂xS
∂xc
> 0. (3.2.5)
Il y a donc un saut en n a` l’interface entre ces re´gions, satisfaisant les conditions de Rankine-Hugoniot.
La convexite´ du flux est de´termine´e par le signe de ∂xc. Ces sauts satisfont les conditions d’entropie si,
soit n = 0 a` gauche, n > 0 a` droite du saut et ∂xc > 0 au point du saut ; soit n > 0 a` gauche, n = 0 a`
droite et ∂xc < 0 au niveau du saut.
The´ore`me 3.2.2. [Theorem 2.1 et 3.3 [A10]] Supposons que γ := αsDcαcDs < 1. Supposons de plus eˆtre
dans l’un des deux cas suivants :
(i) L est suffisamment petit,
(ii) |δ| est suffisamment petit, avec δ = L(D−1/2s −D−1/2c ).
Alors il existe une unique solution entropique de (3.2.3) telle que n = 0 sur R\ [0, L], n > 0 sur (0, L),
n ∈ C(0, L) et syme´trique par rapport a` x = L/2. De plus sur (0, L) on a n(x) = 1 − γ + O(L) dans le
cas (i), n(x) = 1− γ +O(|δ|) dans le cas (ii).
Remarque 3.2.3. Nous soulignons que la condition γ < 1 signifie que l’attraction domine la re´pulsion,
ce qui est clairement ne´cessaire pour avoir la formation de plateaux.
Ide´e de la preuve.
Tout d’abord, avec le changement d’e´chelle x → Lx, le support de n ou` (3.2.5) est ve´rifie´e devient
[0, 1]. Les solutions c et S ve´rifiant les deux dernie`res e´quations de (3.2.3) s’expriment explicitement en
fonction de n. Avec les conditions aux bords (3.2.4), on obtient pour x ∈ R :
∂xc = −αcL
2
c
2
(∫ x
0
eLc(y−x)n(y)dy −
∫ 1
x
eLc(x−y)n(y)dy
)
, (3.2.6)
∂xS = −αsL
2
s
2
(∫ x
0
eLs(y−x)n(y)dy −
∫ 1
x
eLs(x−y)n(y)dy
)
, (3.2.7)
ou` Ls = L/
√
Ds, Lc = L/
√
Dc. La formule (3.2.5) se re´e´crit alors sous la forme d’un proble`me de point
fixe :
n = F [n] := 1− γ F [Ls, n]
F [Lc, n]
, (3.2.8)
avec
F [Li, n](x) = −
∫ x
0
eLi(y−x)n(y)dy +
∫ 1
x
eLi(x−y)n(y)dy , 0 < x < 1 , i = s, c . (3.2.9)
On remarque que pour L = 0 ou Ds = Dc, alors Ls = Lc, et le proble`me de point fixe (3.2.8) admet la
solution triviale : n = 1− γ. Par syme´trie, on peut re´duire l’intervalle d’e´tude a` [0, 1/2].
L’ide´e de la preuve consiste alors a` appliquer le the´ore`me du point fixe de Banach dans la boule
B :=
{
n ∈ C([0, 1/2]) : ‖n− n0‖∞ < 1− γ
2
}
,
de l’espace de Banach C([0, 1/2]). Par syme´trie, ∂xc et ∂xS s’annulent en x = 1/2. On peut alors mettre
(x − 1/2) en facteur dans l’expression (3.2.9) et donner un sens a` l’application F de´finie en (3.2.8). On
montre alors que cette application est contractante sur la boule B pour L ou δ petits.
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3.2.2 Traveling plateaux
Apre`s avoir e´tudie´ ci-dessus l’existence de solutions stationnaires, qui peuvent eˆtre vues comme des
traveling waves a` vitesse nulle, nous expliquons ici comment e´tendre l’analyse a` l’existence de traveling
plateaux avec une vitesse non nulle. Nous ne conside´rons ici que le cas ou` la de´gradation de la surfactine
est ne´glige´e dans (3.2.2). En une dimension le syste`me s’e´crit :
∂tn+ ∂x[(1− n)n∂xc− n∂xS] = 0 ,
−Dc∂xxc+ c = αcn ,
∂tS −Ds∂xxS = αsn .
(3.2.10)
On recherche des plateaux de longueur L se de´plac¸ant a` la vitesse σ donc des solutions particulie`res sous
la forme n(x− σt), c(x− σt) et S(x− σt). Avec le changement d’e´chelle x→ Lx et σ → Lσ, le syste`me
pre´ce´dent se re´duit a` : 
−σL2∂xn+ ∂x[(1− n)n∂xc− n∂xs] = 0 ,
−DcL2 ∂xxc+ c = αcn ,
−σ∂xS − DsL2 ∂xxS = αsn ,
(3.2.11)
avec
n > 0 sur (0, 1) , n = 0 sinon. (3.2.12)
Comme nous recherchons un plateau se de´plac¸ant dans le sens des x croissants, ce syste`me, de´fini sur R,
est comple´te´ par les conditions aux bords sur c et S :
c(±∞) = 0 , S(−∞) = S∞ , S(+∞) = 0 . (3.2.13)
La valeur S∞ est aussi une inconnue du proble`me.
De meˆme que pre´ce´demment en inte´grant l’e´quation sur n, on obtient la formulation sous forme de
point fixe : n = 1 − σL2+∂xS∂xc pour x ∈ [0, 1]. On peut alors e´tendre le re´sultat de la section pre´ce´dente
a` l’existence de petit traveling plateau, la vitesse σ e´tant de´termine´ de sorte que σL2 + ∂xS s’annule au
meˆme point que ∂xc afin de donner un sens au quotient de´finissant le point fixe.
The´ore`me 3.2.4. [Theorem 4.1 [A10]] Soit γ := αsDcαcDs < 1 et soit L suffisamment petit. Il existe une
unique solution au syste`me (3.2.11)–(3.2.13), telle que n ∈W 1,∞(0, 1) et
n = 1− γ +O(L) sur (0, 1) , σ = αs(1− γ)
2Ds
+O(L) , S∞ = 2Ds +O(L) .
De plus, c est concave sur (0, 1) et S est de´croissante sur R.
Remarque 3.2.5. Il paraˆıt naturel de se demander si la condition de petitesse pour l’existence d’un
plateau est ne´cessaire. Des simulations nume´riques pre´sente´es dans [A10] montrent que pour des plateaux
plus grands, on observe nume´riquement que ceux-ci ne sont pas stables et se de´coupent en plusieurs
plateaux plus petits. Des simulations nume´riques en dimension supe´rieure montrent alors l’apparition de
branchements [A9].
3.2.3 Traveling plateaux pour une diffusion de surfactant nulle
Enfin, dans le cas d’une diffusion nulle de surfactant (Ds = 0), le syste`me (3.2.10) s’e´crit, en posant
v = −∂xS, sous la forme d’un syste`me hyperbolique avec un couplage non-local
∂tn+ ∂x
(
(n(1− n)∂xc+ nv
)
= 0 ,
∂tv + ∂x(αsn) = 0 ,
−Dc∂xxc+ c = αcn .
(3.2.14)
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La recherche de traveling waves conduit a` conside´rer le syste`me :
−σn′ + (n(1− n)c′ + nv)′ = 0 ,
−σv′ + αn′ = 0 ,
−Dcc′′ + τcc = n .
(3.2.15)
On recherche des solutions faibles avec n nul a` l’exte´rieur d’un domaine borne´. Les relations de saut de
Rankine-Hugoniot impliquent qu’a` l’endroit des sauts, les solutions doivent satisfaire :
n
(−σ + (1− n)c′ + v) = 0 , −σv + αn = 0 .
Par conse´quent, la solution constante (n, v) = (1, σ) existe si sa vitesse satisfait la relation σ2 = α, et il
peut eˆtre connecte´ a` l’e´tat (n, v) = (0, 0). Il y a alors deux ondes de chocs a` chaque extre´mite´ du plateau.
Par une e´tude de stabilite´, dans l’esprit de [127], on peut montrer [A9] que ces chocs sont entropiques
s’ils satisfont la condition ne´cessaire :
√
αc
(
1− exp (−L/√Dc) )
2
√
Dc
>
√
αs. (3.2.16)
On a alors les solutions plateaux sous la forme explicite suivante :
n(y) =
{
1 for 0 ≤ y ≤ L ,
0 sinon,
v(y) =
{ √
αs for 0 ≤ y ≤ L ,
0 sinon.
Chapitre 4
Mode`les macroscopiques de
croissance de tumeurs
Ce chapitre re´sume les travaux [A14, A16, A17, C6].
4.1 Introduction et mode´lisation
Re´cemment, la mode´lisation mathe´matique de la multiplication cellulaire dans un tissu a mene´ a` de
nombreuses e´tudes. En particulier, la croissance tumorale a retenu l’attention de mathe´maticiens, duˆe a`
l’importance qu’a pris le cancer dans la sante´ publique. A l’e´chelle de la cellule, les mode`les individus
centre´s (IBM) donnent une description pre´cise des phe´nome`nes a` petites e´chelles [4, 81, 118]. Pour des
phe´nome`nes a` plus grande e´chelle, des mode`les macroscopiques ont e´te´ de´veloppe´s. Dans les travaux
re´sume´s dans ce chapitre nous nous focalisons sur ces mode`les au niveau macroscopique. En particulier,
en conside´rant les proprie´te´s me´caniques des cellules tumorales, les outils de la me´canique des milieux
continues ont permis de mettre en place des mode`les continus [15, 16, 52, 60, 61, 163, 159] (voir aussi
[51] pour une comparaison avec l’approche IBM). De tels mode`les sont notamment utilise´s pour des
comparaisons avec des expe´riences me´dicales et en analyse d’images [62, 64, 170]. Une premie`re classe de
mode`les, dont les travaux pre´curseurs remontent aux anne´es 70 [106], a conside´re´ que la multiplication
cellulaire est limite´e par les nutriments apporte´s par les vaisseaux sanguins. Parmi ces mode`les, on peut
distinguer deux approches : soit ils de´crivent la dynamique de la densite´ cellulaire [50], soit ils conside`rent
le mouvement ge´ome´trique de la tumeur au moyen d’un mode`le a` frontie`res libres [68, 90, 91, 128].
Lorsque la tumeur grossit, elle pousse les vaisseaux sanguins qui n’apportent plus le nutriment ne´cessaire
au coeur de la tumeur ; les cellules deviennent alors ne´crotique et une nouvelle vascularisation se met en
place [59]. Ceci a pousse´ a` conside´rer des mode`les pour lesquels la croissance tumorale est limite´e par
la pression me´canique exerce´e sur les cellules. La croissance se bloque lorsque les forces de contact sont
trop importantes [51] ; le terme de pression home´ostatique de´nomme cette pression inhibant la croissance
[160].
Les travaux re´sume´s dans ce chapitre s’inte´ressent a` deux questions mathe´matiques sur les mode`les
macroscopiques de croissance tumorale. D’une part, nous e´tudions le lien entre les mode`les de densite´
cellulaire et les mode`les ge´ome´triques a` frontie`re libre. D’autre part, nous nous inte´ressons au phe´nome`ne
d’invasion au moyen d’ondes de propagation. Le point de de´part de ces e´tudes est le mode`le de´crivant la
dynamique de la densite´ cellulaire ci-dessous. De´notant n(t, x) la densite´ des cellules tumorales a` l’instant
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t > 0 et a` la position x ∈ Rd (d ∈ N∗), p(t, x) la pression e´lastique donne´e par une loi d’e´tat p = P (n),
v(t, x) le champs de vitesse, c(t, x) la concentration en nutriment, ce mode`le s’e´crit :
∂tn+ div(nv) = nG(c, p) + ν∆n, (4.1.1)
v = −∇p, (4.1.2)
∂tc−∆c+ Ψ(n)c = 0. (4.1.3)
La premie`re e´quation de´crit la dynamique cellulaire sous l’effet de la pression me´canique, de la multi-
plication cellulaire et du mouvement actif des cellules caracte´riste´ par une constante de diffusion ν. La
vitesse v est donne´e par une loi de Darcy. La troisie`me e´quation de´crit la consommation du nutriment
par les cellules tumorales ; elle de´pend d’une fonction positive Ψ que nous pre´ciserons dans la suite. Il
reste a` de´crire la loi de pression reliant la densite´ cellulaire n a` la pression p. Dans ce manuscrit nous
conside´rons la loi suivante :
p = Pk(n) =
k
k − 1n
k−1, k > 1. (4.1.4)
Ceci permet de re´e´crire l’e´quation gouvernant la dynamique cellulaire (4.1.1) sous la forme d’une e´quation
des milieux poreux, qui a e´te´ beaucoup e´tudie´e mathe´matiquement [175], avec terme de croissance :
∂tn−∆nk = nG(c, p) + ν∆n. (4.1.5)
La croissance cellulaire est mode´lise´e par la fonction G. Dans ce manuscrit, nous ne conside´rons que les
cas pour lesquels G = G(p) ne de´pend que de la pression et G = G(c) ne de´pend que de la concentration
en nutriment. Dans le premier cas, G = G(p), G est une fonction de´croissante qui s’annule pour p = PM
ou` PM de´note la pression home´ostatique de´finie ci-dessus (i.e. G(PM ) = 0). Si G = G(c), le nutriment
ayant un effet positif sur la croissance, la fonction G est croissante et la ne´crose cellulaire est mode´lise´e
par l’existence d’une constante c telle que G(c) = 0.
Un autre point de vue consiste a` conside´rer un mode`le a` frontie`re libre pour de´crire la tumeur,
couramment appele´ mode`le de Hele-Shaw en me´canique des fluides. Dans ce mode`le, la tumeur est
caracte´rise´e par son domaine Ω(t) ⊂ Rd et par la dynamique de son interface. Dans le cas pre´sente´ dans
ce manuscrit, il s’e´crit :
−∆p = G(c, p), dans Ω(t); p = 0 sur ∂Ω(t).
La dynamique de la frontie`re libre ∂Ω(t) est donne´e par la loi de Darcy : v = −∇p.
Le lien entre ces deux descriptions dans le cas ν = 0 et G = G(p) a e´te´ rigoureusement obtenu en [153]
graˆce a` une analyse asymptotique. Le cas G = G(c) reste pour le moment un proble`me ouvert. L’ide´e est
de passer a` la limite incompressible, ce qui revient ici a` faire k → +∞. Formellement, en passant a` la
limite k → +∞ dans la loi de pression (4.1.4), on obtient
P∞(n) = 0, si 0 ≤ n < 1; P∞(n) = 1, si n = 1. (4.1.6)
Ceci pousse a` distinguer deux re´gions : l’ensemble Ω(t) = {p > 0} ou` la densite´ n = 1, et la re´gion
comple´mentaire ou` p = 0 et n < 1. L’e´quation limite sur la pression dans le domaine Ω(t) est alors
obtenue en passant a` la limite k → +∞ dans l’e´quation sur la pression obtenue a` partir de (4.1.5). La
dynamique de la frontie`re est re´gie graˆce a` l’e´quation limite de (4.1.1). La pre´sentation de ces re´sultats
est l’objet de la Section 4.2.
L’autre e´tude aborde´e dans ces travaux est l’existence de traveling waves, i.e. d’ondes de propagation
a` vitesse constante, pour ces mode`les. Ceci s’apparente a` l’e´tude de l’invasion des cellules tumorales
dans le milieu environnant. La recherche de traveling waves dans des e´quations de re´action-diffusion avec
advection mode´lisant des phe´nome`nes biologiques est l’objet de nombreux travaux (voir par exemple
[36, 92, 93, 139, 140, 180]). Comme nous l’avons pre´cise´ au chapitre pre´ce´dent, cela consiste a` chercher
des solutions particulie`res du syste`me d’e´quations sous la forme
n(t, x) = n(x− σt), p(t, x) = p(x− σt), c(t, x) = c(x− σt), (4.1.7)
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ou` σ est une constante repre´sentant la vitesse de propagation. L’existence de telles solutions pour le
mode`le de Hele-Shaw obtenu a` la limite incompressible est e´tablie dans [A16]. Pour le mode`le de densite´
cellulaire, l’existence de traveling waves est e´tudie´e dans [A14], pour une loi de pression diffe´rente de
(4.1.4) et de´finie par Pk(n) = ck(lnn)+, ou` a+ de´note la partie positive de a. Dans ce cas la limite
incompressible est obtenue en faisant ck → +∞. Par aileurs, ces travaux conduisent a` la question de
la stabilite´ du front de propagation. En effet, les articles [29, 61] soulignent l’apparition d’instabilite´s
transversales dans certains re´gimes. L’e´tude de ces instabilite´s pour le syste`me pre´sente´ ci-dessus s’ave`re
de´licate. Dans un premier temps, nous avons alors conside´re´ un mode`le plus simple de re´action-diffusion
a` deux composants et e´tabli l’instabilite´ transversale des ondes de propagation dans [C6]. Un travail
ulte´rieur consiste a` e´tendre cette e´tude dans le cas du mode`le de croissance tumorale.
Le plan du chapitre est le suivant. Dans la section 4.2, nous pre´sentons l’analyse asymptotique k → +∞
pour le mode`le a` densite´ cellulaire (4.1.1)–(4.1.4). Cette limite conduit a` un mode`le a` frontie`re libre de
type Hele-Shaw. La Section 4.3 est de´die´e a` l’existence de traveling waves pour ces mode`les de croissance
tumorale. Enfin dans la Section 4.4, nous synthe´tisons une e´tude des instabilite´s transversales pour un
mode`le plus simple de re´action-diffusion a` deux composants.
4.2 Limite incompressible vers Hele-Shaw
4.2.1 Pre´liminaires
Dans cette Section nous pre´sentons les re´sultats de [A17]. Nous nous situons dans le cas ou` la croissance
cellulaire est uniquement fonction de la pression G = G(p) avec
G′(·) < 0 et G(PM ) = 0, (4.2.1)
ou` PM > 0 est la pression home´ostatique. Plus pre´cise´ment, nous conside´rons la limite k → +∞ du
syste`me d’e´quations :
∂tnk − div(nk∇pk) = nkG(pk) + ν∆nk, t > 0, x ∈ Rd, (4.2.2)
pk =
k
k − 1n
k−1
k . (4.2.3)
Ce syste`me est comple´te´ avec les donne´es initiales telles que :{
nk(x, 0) = n
ini
k (x) > 0, n
ini
k ∈ L1(Rd) ∩ L∞(Rd),
pinik :=
k
k−1 (n
ini
k )
k−1 ≤ PM .
(4.2.4)
Le cas ou` le mouvement actif des cellules est ne´glige´, ν = 0, a e´te´ e´tudie´ dans [153]. Comme il a e´te´
pre´cise´ dans l’introduction, nous nous attendons, formellement, a` ce que le syste`me obtenu a` la limite
k → +∞ soit caracte´rise´ par le domaine Ω(t) = {p∞ > 0} dans lequel la densite´ est constante n∞ = 1 ;
alors que dans le domaine comple´mentaire, p∞ = 0 et n∞ < 1.
Le point de de´part de cette e´tude est l’e´quation sur la pression. Multipliant l’e´quation (4.2.2) par
p′k(nk) conduit a`
∂tpk − nkp′k(nk)∆pk − |∇pk|2 − ν∆pk = nkp′k(nk)G
(
pk
)− νp′′k(nk)|∇nk|2.
En remplac¸ant pk(nk) par son expression (4.2.3), nous obtenons
∂tpk − (k − 1)pk∆pk − |∇pk|2 − ν∆pk = (k − 1)pkG
(
pk
)− ν (k − 2)∇pk · ∇nk
nk
. (4.2.5)
Par conse´quent, nous nous attendons a` obtenir la relation comple´mentaire
−p∞∆p∞ = p∞G
(
p∞
)− ν∇p∞ · ∇n∞
n∞
,
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a` la limite. Cependant, p∞ = 0 a` l’exte´rieur du domaine Ω(t) et dans ce domaine n∞ = 1, donc ∇n∞ = 0.
Donc le dernier terme de l’e´quation ci-dessus est nul et nous retrouvons la meˆme relation comple´mentaire
que dans le cas ou` ν = 0 [153] :
p∞
(
∆p∞ +G
(
p∞
))
= 0. (4.2.6)
Cette relation comple´mentaire conduit au mode`le de Hele-Shaw. Effectivement, dans le domaine Ω(t)
on a
−∆p∞ = G(p∞), x ∈ Ω(t).
Le mouvement de la frontie`re est alors de´termine´ graˆce a` l’e´quation limite
∂tn∞ − div(n∞∇p∞) = n∞G(p∞) + ν∆n∞, t > 0, x ∈ Rd. (4.2.7)
La diffusion des cellules induite par le terme de mouvement actif implique une propagation plus rapide
que dans le cas sans mouvement actif (voir la Section 7 de [A17] pour plus de de´tails sur ce point).
Les arguments ci-dessus peuvent eˆtre rendus rigoureux :
The´ore`me 4.2.1. [The´ore`me 2.1 de [A17]] Soit T > 0 et ν > 0. Supposons (4.2.4), (4.2.1) et que la
donne´e initiale est une sous-solution du syste`me stationnaire, i.e.
− div (ninik ∇pinik )− ν∆ninik ≤ ninik G(pinik ). (4.2.8)
Soit (nk, pk) une solution faible de (4.2.2)–(4.2.3). Alors, a` extraction pre`s, les suites (nk)k, (pk)k
convergent fortement dans Lq((0, T )× Rd), 1 ≤ q <∞, vers
n∞ ∈ C
(
(0, T );L1(Rd)
) ∩ L∞((0, T );H1(Rd)), p∞ ∈ L∞((0, T );H1(Rd)),
tels que 0 ≤ n∞ ≤ 1, n∞(0) = nini, 0 ≤ p∞ ≤ PM , p∞ ∈ P∞(n∞), ou` P∞ est le graphe monotone de
Hele-Shaw (4.1.6). De plus (n∞, p∞) satisfait (au sens faible) (4.2.7), l’e´quation
∂tn∞ −∆p∞ − ν∆n∞ = n∞G
(
p∞
)
, (4.2.9)
et la relation comple´mentaire (4.2.6).
Remarque 4.2.2. L’hypothe`se supple´mentaire (4.2.8) signifie que la tumeur est initialement croissante.
Nous verrons dans la preuve que cela implique que la tumeur continue a` croˆıtre. Cette hypothe`se permet
de simplifier grandement la preuve, il est possible d’obtenir ce re´sultat dans un cadre plus ge´ne´ral en
utilisant des proprie´te´s d’effets re´gularisants de l’e´quation des milieux poreux [7, 35, 66]. Le lecteur
inte´resse´ pourra se re´fe´rer a` l’annexe de [A17].
4.2.2 Analyse asymptotique
Nous pre´sentons ici les arguments de la preuve du The´ore`me 4.2.1. Celle-ci se de´coupe en trois prin-
cipales e´tapes.
1e`re e´tape. Estimations uniformes en k sur la densite´ et la pression.
Dans le cas ou` G = G(p) satisfait (4.2.1), l’e´quation (4.1.1)–(4.1.2) avec une loi de pression p = P (n)
croissante, satisfait un principe du maximum (voir par exemple Lemma 2.1 de [A14]) :
Lemme 4.2.3. Sous l’hypothe`se (4.2.1) et supposons que la loi de pression P est positive et strictement
croissante, i.e. P ′(·) > 0. Alors, posant piniM = max
x∈R
pini(x), toute solution classique de (4.1.1)–(4.1.2)
satisfait le principe du maximum :
P (n) ≤ max(piniM , PM ). (4.2.10)
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Dans le cas qui nous inte´resse ou` la loi de pression est donne´e par (4.1.4), on obtient des bornes
uniformes dans L∞((0, T )× Rd) :
0 ≤ nk ≤
(k − 1
k
PM
)1/(k−1)
−→
k→∞
1, 0 ≤ pk ≤ PM .
En inte´grant (4.2.2) sur Rd et utilisant (4.2.1), on de´duit une borne uniforme de nk dans L∞((0, T );L1(Rd)) :∫
Rd
nk(t) ≤ eG(0)t
∫
Rd
nini.
Avec la relation (4.2.3) et la borne uniforme de nk dans L
∞, on obtient une borne uniforme de pk
dans L∞((0, T );L1(Rd)). Finalement nk et pk sont uniforme´ment borne´es dans L∞((0, T );L1(Rd)) ∩
L∞((0, T )× Rd).
Les estimations sur la de´rive´e en temps reposent sur l’hypothe`se supple´mentaire (4.2.8). De´finissons la
quantite´ Σk = Σ(nk) par Σ(nk) = n
k
k + νnk et wk = ∂tΣk. En multipliant (4.2.2) par Σ
′(nk) et de´rivant
par rapport a` t, wk satisfait l’e´quation :
∂twk − Σ′k∆wk = wk
(Σ′′k
Σ′k
(
∆Σk + nkG(pk)
)
+G(pk) + kn
k−1
k G
′(pk)
)
.
Cette dernie`re e´quation pre´serve la positivite´. De plus, sign (∂tnk) = sign (wk) et sign (wk(0)) ≥ 0 graˆce
a` l’hypothe`se (4.2.8). On de´duit que pour p.t. t > 0, on a wk ≥ 0, donc ∂tnk ≥ 0 et avec (4.2.3) ∂tpk ≥ 0.
Ceci permet d’obtenir des bornes uniformes sur ∂tnk et ∂tpk dans L
∞([0, T ];L1(Rd)).
Conside´rons maintenant les estimations sur le gradient en espace. Nous avons l’estimation uniforme
suivante : ∫
Rd
(
ν|∇nk|2 + knk−1k |∇nk|2 + |∇pk|2
)
(t) ≤ C pour tout t ∈ (0, T ). (4.2.11)
En effet, multipliant (4.2.2) par nk et inte´grant sur Rd, on obtient apre`s une inte´gration par parties pour
le terme de diffusion,∫
Rd
(nk∂tnk)(t) +
∫
Rd
(
knk−1k |∇nk|2 + ν|∇nk|2
)
(t) =
∫
Rd
(n2kG(pk))(t) ≤ G(0)
∫
Rd
n2k(t).
D’apre`s ce qui pre´ce`de, nk et ∂tnk sont positifs, on en de´duit directement l’estimation sur les deux
premiers termes de (4.2.11). De plus, en inte´grant (4.2.5), on obtient∫
Rd
∂tpk(t) + (k − 2)
∫
Rd
(|∇pk|2 + νknk−3k |∇nk|2)(t) ≤ (k − 1)G(0)∫
Rd
pk(t).
Comme ∂tpk ≥ 0, on de´duit la borne L2 sur ∇pk dans (4.2.11).
2e`me e´tape. Convergence et passage a` la limite.
A partir des estimations uniformes ci-dessus nous obtenons la convergence forte dans Lq((0, T )×Rd)
pour 1 < q <∞ de nk et pk vers des limites n∞ et p∞ et la convergence faible dans L2((0, T )× Rd) de
(∇nk)k et (∇pk)k. On a
0 ≤ n∞ ≤ 1, 0 ≤ p∞ ≤ PM , n∞, p∞ ∈ L∞((0, T );H1(Rd)), ∂tn∞, ∂tp∞ ≥ 0.
Ces re´sultats de convergence permettent de passer a` la limite dans l’e´quation (4.2.2) et d’e´tablir (4.2.7)
au sens des distributions. Par ailleurs par de´finition de pk (4.2.3), on a
nkpk =
k
k − 1n
k
k =
(
1− 1
k
)1/(k−1)
p
k/(k−1)
k −→
k→∞
p∞.
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En prenant la limite k →∞, on de´duit la proprie´te´
p∞(1− n∞) = 0. (4.2.12)
Pour montrer l’e´quivalence entre (4.2.9) et (4.2.7), nous devons montrer que ∇p∞ = n∞∇p∞ ou de
manie`re e´quivalente p∞∇n∞ = 0 (en appliquant la re`gle de Leibniz dans H1(Rd) a` (4.2.12)). On a d’apre`s
(4.2.3)
pk∇nk = k
k − 1n
k
k∇nk =
√
k
k − 1n
(k+1)/2
k
(√
k n
(k−1)/2
k ∇nk
)
.
En utilisant l’estimation (4.2.11) et la borne uniforme de (nk)k dans L
∞((0, T )× Rd), on de´duit que
lim
k→∞
‖pk∇nk‖L2((0,T )×Rd) = 0,
ce qui conduit a` p∞∇n∞ = 0. Comme p∞ ≥ 0, ceci implique de plus que ∇p∞ · ∇n∞ = 0.
3e`me e´tape. La relation comple´mentaire (4.2.6).
Ce point est plus de´licat. En effet, de´montrer la relation comple´mentaire (4.2.6) est e´quivalent a`
montrer la convergence forte de ∇pk, ce que les estimations obtenues ci-dessus ne permettent pas de
montrer. Nous allons donc montrer (4.2.6) par double ine´galite´.
Par un calcul direct, on obtient l’ine´galite´
p∞∆p∞ + p∞G(p∞) ≥ 0. (4.2.13)
En effet, en multipliant (4.2.5) par une fonction test φ(x, t) ≥ 0 et inte´grant, on obtient∫ T
0
∫
Rd
φ
(
pk∆pk + pkG(pk)− ν k − 2
k − 1
∇pk · ∇nk
nk
)
=
1
k − 1
∫ T
0
∫
Rd
(
φ
(
∂tpk − |∇pk|2
)
+ ν∇φ · ∇pk
)
.
Avec les estimations a priori, le terme de droite de cette e´galite´ converge vers 0 quand k →∞. Avec une
inte´gration par parties, on peut re´e´crire le terme de gauche comme∫ T
0
∫
Rd
(
φpkG(pk)− pk∇φ · ∇pk − φ|∇pk|2 − φν k(k − 2)
k − 1 n
k−3
k |∇nk|2
)
.
Le dernier terme e´tant ne´gatif, on obtient
lim inf
k→∞
∫ T
0
∫
Rd
(
φpkG(pk)− pk∇φ · ∇pk − φ|∇pk|2
) ≥ 0.
En passant a` la limite, on obtient la formulation faible de (4.2.13)
Pour l’ine´galite´ inverse
p∞∆p∞ + p∞G(p∞) ≤ 0, (4.2.14)
nous utilisons un argument de re´gularisation a` la Steklov. Cet argument consiste a` introduire un noyau
de re´gularisation en temps ωε(t, x) ≥ 0 avec un support compact de longueur ε. Ceci permet alors d’avoir
de la compacite´ pour la suite nk,ε = nk ∗ ωε qui satisfait
∂tnk,ε −∆ωε ∗ (nkk + νnk) = (nkG(pk)) ∗ ωε. (4.2.15)
Pour ε > 0 fixe´, nous pouvons passer a` la limite dans cette e´quation apre`s l’avoir multiplie´e par pk
lim
k→∞
pk∂tnk,ε = p∞∆
(
ωε ∗ (p∞ + νn∞)
)
+ p∞
(
(n∞G(p∞)) ∗ ωε
)
.
Il suffit maintenant de de´terminer le signe du membre de gauche. Pour cela nous de´composons∫
R
nk−1k (t)∂tnk(s)ωε(t− s) ds =
1
k
∫
R
∂tn
k
k(s)ωε(t− s) ds+
∫
R
(nk−1k (t)− nk−1k (s))∂tnk(s)ωε(t− s) ds.
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Le premier terme du membre de droite converge vers 0 quand k → +∞. Le second terme est ne´gatif
d’apre`s l’estimation ∂tnk ≥ 0. On a donc
p∞∆
(
ωε ∗ (p∞ + νn∞)
)
+ p∞
(
n∞G(p∞) ∗ ωε
) ≤ 0.
Il suffit alors de passer a` la limite dans la re´gularisation ε→ 0.
Remarque 4.2.4. Il est assez remarquable de constater la nature diffe´rente du proble`me si on rajoute
la friction entre les cellules. Ceci consiste a` inclure un terme de viscosite´ de coefficient γ > 0 dans la loi
de Darcy, c’est-a`-dire a` remplac¸er (4.1.2) par
v = −∇W, −γ∆W +W = p.
En effet, dans ce cas, les estimations uniformes de la 1e`re e´tape ci-dessus sur les de´rive´es spatiales de pk
et nk ne sont plus valables. Dans un travail en pre´paration, nous utilisons alors des techniques similaires
a` [69, 30] pour retrouver de la compacite´ forte sur les suites (nk)k et (pk)k.
4.3 Fronts de propagation
Nous nous inte´ressons dans cette partie a` l’existence d’ondes de propagation pour les mode`les d’EDP
pre´sente´s en introduction de ce chapitre. Nous nous limitons au cas mono-dimensionel. Dans la Section
4.3.1, l’existence de traveling waves pour le mode`le de Hele-Shaw obtenu a` la limite incompressible est
pre´sente´e. La Section 4.3.2 s’inte´resse plus particulie`rement au mode`le a` densite´ cellulaire.
4.3.1 Existence de traveling waves pour le mode`le de Hele-Shaw
Le point de de´part de cette e´tude est le mode`le de Hele-Shaw obtenu a` la limite incompressible dans
la Section pre´ce´dente. On ne´glige le mouvement actif, ν = 0, et la croissance est suppose´e ne de´pendre
que de la concentration en nutriment G = G(c). En une seule dimension d’espace le mode`le s’e´crit :
∂tn− ∂x(n∂xp) = nG(c), dans Ω0(t) = {p(t, x) = 0},
n(x, t) = 1 dans Ω(t) = {p(t, x) > 0},
−∂xxc+ Ψ(n)c = 0,
−∂xxp = G(c), dans Ω(t),
p = 0, sur ∂Ω(t).
(4.3.1)
Dans ce mode`le, l’e´quation sur la concentration de nutriment est stationnaire contrairement a` (4.1.3),
ce qui revient a` supposer que la dynamique temporelle de c est tre`s rapide. On suppose que loin de
la tumeur, la concentration en nutriment est connue et note´e cB . En grossissant, la tumeur pousse les
vaisseaux sanguins qui la supple´ent en nutriment, entraˆınant une ne´crose des cellules du centre de la
tumeur, celles-ci n’ayant pu acce`s a` une quantite´ suffisante de nutriment. Nous distinguons deux mode`les
pour la fonction Ψ de´pendant du cas conside´re´ : pour le mode`le in vitro, le nutriment a` l’exte´rieur de la
tumeur est constant et connu, pour le mode`le in vivo, on ne connaˆıt la quantite´ de nutriment que loin de
la tumeur. Plus pre´cise´ment, l’e´quation sur le nutriment est donne´e dans le cas in vitro par :
− ∂xxc+ ψ(n)c = 0, pour x ∈ {n > 0} ; c = cB , pour x ∈ {n = 0}. (4.3.2)
Dans le cas in vivo,
− ∂xxc+ ψ(n)c = 1I{n=0}(cB − c). (4.3.3)
De plus, nous faisons l’hypothe`se
∀ z ∈ (0, 1), 0 < ψ(z) ≤ ψ(1), ψ(0) = 0. (4.3.4)
54 CHAPITRE 4. MODE`LES MACROSCOPIQUES DE CROISSANCE DE TUMEURS
Afin de mode´liser le manque de nutriment entraˆınant la ne´crose cellulaire dans le centre de la tumeur,
nous supposons :
G′ ≥ 0, ∃ c > 0 tel que G(c) = −g− < 0 pour c < c, et G(c) > 0 for c > c, (4.3.5)
Le domaine est alors de´compose´ en trois re´gions : le centre ne´crotique, la partie prolife´rante et le tissu sain.
Nous recherchons une onde de propagation dans le sens des x croissants, i.e. une solution en translation
uniforme a` vitesse constante positive. Nous introduisons le parame`tre R > 0 correspondant a` la taille de la
partie prolife´rante. Comme les solutions sont en translation uniforme, elles sont de´finies a` une translation
pre`s. Nous fixons en 0 l’origine de la re´gion prolife´rante Ω = [0, R]. La zone ne´crotique est alors (−∞, 0) et
le tissu sain, pour lequel n = 0, est (R,+∞). La recherche de traveling waves consiste a` injecter l’ansatz
(4.1.7) dans le mode`le (4.3.1). En prenant en compte les observations de´crites ci-dessus, cela conduit a`
montrer l’existence de fonctions n, c et p, d’une constante σ > 0 et de R > 0 satisfaisant :
−σn′ = nG(c), dans (−∞, 0),
n = 1 dans (0, R), n = 0 dans (R,+∞),
−p′′ = G(c) dans (0, R), p(0) = p(R) = 0, p ≥ 0,
(4.3.6)
comple´te´ par l’e´quation sur c dans le cas in vitro :
c′′ = ψ(n)c dans (−∞, R), c(R) = cB ; (4.3.7)
et dans le cas in vivo :
−c′′ + ψ(n)c = 0, dans (−∞, R) − c′′ + ψ(n)c = cB − c, dans (R,+∞),
lim
x→+∞ c(x) = cB ,
(4.3.8)
Ces syste`mes sont comple´te´s par les relations de saut en x = 0 et x = R, de´duites de l’e´quation sur la
densite´ cellulaire :
σ = −p′(R−), n(0) = 1, p′(0+) = 0. (4.3.9)
Nous pouvons alors e´noncer le re´sultat d’existence de traveling waves :
The´ore`me 4.3.1. [Theorems 3.1 et 4.1 de [A16]] Supposons que G et ψ sont des fonctions de classe C1
satisfaisant les hypothe`ses (4.3.5)-(4.3.4). De plus, nous supposons
– 0 < c < cB dans le cas in vitro,
– 0 < c <
cB
2
dans le cas in vivo.
Alors il existe σ > 0 et R > 0 tels que les syste`mes (4.3.6)-(4.3.7)-(4.3.9) et (4.3.6)-(4.3.8)-(4.3.9)
admettent une solution avec c croissante sur R, n croissante sur (−∞, 0] et lim
x→−∞n(x) = 0.
Ide´e de la preuve. Supposons dans un premier temps que σ > 0 est donne´. Nous pouvons alors
construire une solution pour les syste`mes (4.3.6)-(4.3.7) et (4.3.6)-(4.3.8) avec n continue et croissante
sur (−∞, R], c de classe C1 et strictement croissante sur (−∞, R] dans le cas in vitro, sur R dans le cas
in vivo. Pour cela il suffit de de´composer R = (−∞, 0)∪ [0, R]∪ (R,+∞) et de regarder chaque intervalle
se´pare´ment. Avec les hypothe`ses du the´ore`me, il est facile de re´soudre les e´quations diffe´rentielles de ces
deux syste`mes sur [0, R] et (R,+∞) en fonction de R. Sur le domaine (−∞, 0), le syste`me se re´duit a`
−σn′ = nG(c), n(0) = 1, (4.3.10)
c′′ = ψ(n)c, c(0) = c0, c′(0) = c′0, (4.3.11)
avec c0 et c
′
0 de´pendant de R. Avec l’hypothe`se (4.3.5), on a G(c) = −g− sur (−∞, 0) et (4.3.10) se re´sout
analytiquement. On se rame`ne au proble`me de Cauchy :
− c′′ + ψ(eg−x/σ)c = 0 pour x < 0, c(0) = c0, c′(0) = c′0. (4.3.12)
En utilisant la me´thode de l’espace des phases consistant a` e´crire le syste`me que satisfait l’inverse de c
(c e´tant strictement croissante, elle est inversible), nous pouvons montrer le re´sultat suivant :
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Lemme 4.3.2. Il existe une application continue σ 7→ A(σ) telle que la solution du proble`me de Cauchy
(4.3.12) est de´finie, positive et croissante ssi c′0 = A(σ)c0.
Pour R > 0 et σ > 0, nous avons pu construire des solutions n, c et p. Il suffit maintenant de ve´rifier
les relations (4.3.9). L’e´galite´ p′(0+) = 0 impose une relation non-line´aire permettant de calculer R. En-
fin, on se rame`ne au proble`me de point fixe σ = p′(R), sachant que R et p de´pendent de σ. Il est alors
possible de montrer l’existence d’une solution pour ce proble`me de point fixe, ce qui comple`te la preuve.
4.3.2 Existence de traveling waves pour un mode`le a` densite´ cellulaire
Nous nous inte´ressons maintenant a` l’existence d’ondes de propagation pour le syste`me a` densite´
cellulaire (4.1.1) dans le cas ou` G = G(p) et ou` la loi de pression est donne´e par
Pk(n) = ck(lnn)+, (4.3.13)
avec a+ la partie positive de a. Afin de simplifier le mode`le, nous conside´rons un terme de croissance
donne´ par
G(p) = H(PM − p), ou` H(z) = 1I{z≥0};
H est la fonction de Heaviside. L’e´quation (4.1.1) peut alors se re´e´crire :
∂tn− ck∂xxQ(n) = nH(PM − ck(lnn)+) + ν∂xxn, (4.3.14)
ou`
Q(n) = (n− 1)+. (4.3.15)
Recherchant des traveling waves, i.e. des solutions sous la forme (4.1.7), on a :−σ∂xn− ck∂xxQ(n) = nH(PM − ck(lnn)+) + ν∂xxn,n(−∞) = nM := P−1k (PM ), n(+∞) = 0. (4.3.16)
Le the´ore`me suivant donne l’existence d’une vitesse minimale au dela` de laquelle, il y a existence d’une
traveling wave au syste`me (4.3.14)–(4.3.15) :
The´ore`me 4.3.3. [Theorems 3.1 et 3.5 de [A14]] Il existe σ∗ > 0 tel que pour tout σ ≥ σ∗, le syste`me
(4.3.16)–(4.3.15) admet une solution n positive et croissante De plus
(i) Dans le cas ν = 0, n est discontinue et pour σ = σ∗, n est donne´ par
n(x) =

nM := exp
(PM
ck
)
x ≤ 0,
g(x) x ∈ (0, R), R > 0,
0 x > x0,
ou` g est une fonction de´croissante satisfaisant g(0) = nM , g
′(0) = 0 et g(R) = 1.
(ii) Dans le cas ν > 0, on a σ∗ > 2
√
ν et n est continue.
La de´monstration de ce re´sultat repose sur des ide´es assez proches de celles du The´ore`me 4.3.1 : nous
de´coupons la droite re´elle en trois intervalles R = (−∞, 0] ∪ (0, R) ∪ [R,+∞) de´finis par (−∞, 0) =
{n(x) = nM}, (0, R) = {1 < n(x) < nM}, (R,+∞) = {n(x) ≤ nM} et re´solvons (4.3.16) sur chaque
intervalle en utilisant les relations de saut pour les conditions aux bornes de l’intervalle. Compte tenu du
choix simple des fonctions, les calculs peuvent eˆtre mene´s de manie`re semi-explicite. La constante R est
choisie telle que n(R−) = 1. La condition de saut en x = R donne alors la relation non-line´aire que doit
satisfaire σ pour avoir existence d’une solution. Dans le cas e´tudie´ ici, cette condition est e´quivalente ici
a` l’existence de σ∗ telle que σ ≤ σ∗.
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Ce re´sultat d’existence d’une vitesse minimale rappelle le re´sultat ce´le`bre pour l’e´quation de Fi-
sher/KPP. Il y a donc une infinite´ de traveling waves pour le syste`me. Ceci diffe`re du re´sultat du pre´ce´dent
The´ore`me pour lequel nous montrons l’existence d’au moins une vitesse (notons que pour certains choix
de ψ, nous pouvons montrer l’unicite´ de la traveling waves, voir [A16]). Cependant comme dans le cas
de Fisher/KPP, la plupart des traveling waves du The´ore`me 4.3.3 sont instables. Par exemple, si nous
pouvons approcher le terme de croissance nH(PM − P (n)) par un terme de type tempe´rature d’ignition,
i.e. de la forme ξθ(n)H(PM − P (n)) ou` θ ∈ (0, 1) est un petit parame`tre et
ξθ(n) =
{
n for n ∈ (θ, nM ),
0 for n ∈ [0, θ]. (4.3.17)
L’e´quation (4.3.16) devient :
− σθ∂xnθ − ck∂xxQ(nθ) = ξθ(nθ)H(PM − ck(lnnθ)+) + ν∂xxnθ. (4.3.18)
En adaptant le The´ore`me 4.3.3 a` ce mode`le, nous obtenons alors l’existence et l’unicite´ d’une traveling
wave :
Lemme 4.3.4. Soit θ ∈ (0, 1) fixe´. Le syste`me (4.3.18)–(4.3.17) admet un unique couple de solution
(σθ, nθ). De plus, σθ → σ∗ quand θ → 0.
Remarque 4.3.5 (Limite incompressible). Avec la loi de pression (4.3.13), nous pouvons formellement
effectuer une limite incompressible en faisant ck → +∞. Nous retrouvons alors le graphe monotone
(4.1.6) pour la loi de pression limite. Les expressions obtenues dans la de´monstration du The´ore`me 4.3.3
se simplifient. On obtient n(x) = 1 sur (−∞, R) ou` R = √2PM , et
σ∗ = max
(
2
√
ν,min
(
2
√
2PM ,
√
2PM +
ν√
2PM
))
.
4.4 Instabilite´s transversales
4.4.1 Motivation
Le chapitre pre´ce´dent a propose´ une e´tude des ondes de propagation en une dimension d’espace.
En dimension supe´rieure, des phe´nome`nes d’instabilite´s de l’interface peuvent eˆtre a` l’origine de formes
remarquables observe´es dans la nature. Ainsi les tumeurs ne sont pas toujours des sphe`res parfaitement
syme´triques. La Figure 4.1 pre´sente des simulations nume´riques re´alise´es graˆce au logiciel FreeFem++
[110] pour le mode`le pre´sente´ dans l’introduction de ce chapitre (4.1.1)–(4.1.3). Le terme de croissance est
suppose´ tel que dans (4.3.5) et donc mode´lise le manque de nutriment au centre de la tumeur conduisant
a` la formation d’une zone ne´crotique. La donne´e initiale est n0 = 0.9 sur le disque de rayon 0.5. On
observe, sur ce trace´ de la dynamique en temps de la densite´ des cellules tumorales n, les diffe´rentes zones
de la tumeur avec un coeur ne´crotique au centre de la tumeur et un anneau de cellules prolife´rantes ou`
la densite´ est maximale envahissant le tissu sain. Nous constatons de plus des instabilite´s de l’interface
entre la tumeur et le tissu sain.
L’e´tude mathe´matique de ces instabilite´s transversales sur le mode`le complet est un travail de´licat.
Afin de comprendre les modalite´s de cre´ation de telles instabilite´s, nous avons conside´re´ un mode`le
bien plus simple a` deux composants. Il s’agit d’un mode`le de type re´action-diffusion a` deux composants
apparaissant dans la mode´lisation de la propagation de flamme [37], mais aussi dans des mode`les de
dynamique de population bacte´rienne [99] :{
∂tu− α∆u = 1αh(u)v,
∂tv −∆v = − 1αh(u)v.
(4.4.1)
Les deux inconnues u et v repre´sentent la concentration du re´actant et la tempe´rature pour les mode`les de
combustion ou la densite´ de population bacte´rienne et la concentration en nutriment pour des applications
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Figure 4.1 – Dynamique en temps de la densite´ de cellules n. On observe des instabilite´s du front de
propagation. Le temps est croissant de la gauche vers la droite.
en biologie. Le parame`tre α > 0 est appele´ le nombre de Lewis. L’existence de traveling waves pour de
tels mode`les a e´te´ de´montre´e par exemple dans les articles [37, 108] et une e´tude d’instabilite´ pour un
re´gime asymptotique diffe´rent de celui que nous regardons ici est propose´e dans [98]. Afin de pouvoir
mener des calculs explicites, nous utilisons une fonction h de type tempe´rature d’ignition :
h(u) =
{
0, for u ≤ θ,
1, for u > θ,
(4.4.2)
pour un parame`tre θ ∈ (0, 1).
Pour illustrer les diffe´rents re´gimes en fonction des parame`tres du mode`le, nous avons effectue´ des
simulations nume´riques du mode`les (4.4.1) a` l’aide du logiciel FreeFem++ [110]. Le domaine de calcul
conside´re´ est un disque de rayon 4, le syste`me (4.4.1) est comple´te´ par des conditions de Neumann au
bord du domaine de calcul. On se donne innitialement u0 = 1 sur la sphe`re de rayon 0.4 et v0 = 1− u0.
Les re´sultats sont pre´sente´s dans la Figure 4.2. Suivant les valeurs des parame`tres α et θ, on observe un
re´gime stable ou un re´gime pour lequel des instabilite´s apparaissent.
Figure 4.2 – Simulations nume´riques pour u dans (4.4.1). Gauche : solution u au temps T = 1 pour
α = 0.25 et θ = 0.1. Droite : solution u au temps T = 2 pour α = 0.01 et θ = 0.1.
4.4.2 Traveling waves en une dimension
Avec la forme simple de h (4.4.2), nous pouvons calculer explicitement les traveling waves. On rappelle
que ce sont des solutions de (4.4.1) de la forme u(t, x) = u0(x− σt), v(t, x) = v0(x− σt), ou` σ > 0 est
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une constante repre´sentant la vitesse. Cela conduit a` re´soudre le syste`me :
−σu0x − αu0xx = 1αh(u0)v0,
−σv0x − v0xx = − 1αh(u0)v0,
(u0, v0)(−∞) = (1, 0), (u0, v0)(+∞) = (0, 1).
(4.4.3)
Le proble`me e´tant invariant par translation, nous fixons 0 < u0(0) = θ < 1. Il existe une unique (a`
translation pre`s) traveling wave (u0, v0) avec u0 de´croissante et v0 croissante pour le syste`me (4.4.1)–
(4.4.2). De plus, la vitesse est donne´e par
σ = (1− θ)
√
α
θ2 + αθ(1− θ) (4.4.4)
4.4.3 Stabilite´ transversale des ondes planaires
Afin d’e´tudier les instabilite´s observe´es nume´riquement, nous nous inspirons des travaux [61] et posons{
u(t, x, y) = u0(x− σt) + εeλt cos(ωy)u1(x− σt),
v(t, x, y) = v0(x− σt) + εeλt cos(ωy)v1(x− σt),
ou` (u0, v0) est la traveling wave monodimensionelle. En injectant ce de´veloppement dans (4.4.1) et ne
gardant que les termes d’ordre 1 en ε, on obtient le syste`me line´arise´ :{
λu1 − σu′1 − αu′′1 + αω2u1 = 1α
(
h′(u0)v0u1 + h(u0)v1
)
,
λv1 − σv′1 − v′′1 + ω2v1 = − 1α
(
h′(u0)v0u1 + h(u0)v1
)
.
(4.4.5)
On remarque que pour ω = 0, ce syste`me a la solution λ = 0, u1 = u
′
0 et v1 = v
′
0. Ce cas repre´sente le
cas mono-dimensionel pour lequel il n’y a pas d’effets transversaux.
De´finition 4.4.1. En dimension 2, on dit que la traveling wave monodimensionnelle (u0, v0) est line´aire-
ment transversalement instable s’il existe ω > 0 et λ avec Reλ > 0 tels que le syste`me (4.4.5) admet
une solution non-triviale.
Avec l’expression particulie`re de h (4.4.2). On peut alors re´soudre explicitement le syste`me (4.4.5) en
se´parant les ensembles {x > 0}, ou` h(u0) = 0, et {x < 0}, ou` h(u0) = 1. Bien e´videmment le couple de
solution recherche´ doit eˆtre borne´ et satisfaire les relations de continuite´ en x = 0 et les relations de saut
de la de´rive´e en x = 0. On obtient alors une condition d’existence d’une solution non-triviale en fonction
de λ. En e´tudiant plus pre´cise´ment cette relation, on peut montrer le re´sultat suivant :
Proposition 4.4.2 (Proposition 4.2 de [C6]). Soient θ ∈ (0, 1) et h donne´ par (4.4.2). Alors :
1. Pour α assez petit, la traveling wave monodimensionnelle est line´airement stable en une dimension
pour tout θ ∈ (0, 1).
2. Pour θ ∈ (0, 1) et α petit, il existe ω(α, θ) tel que λ(ω(α, θ)) < 0 i.e. la traveling wave est
line´airement transversalement instable pour ces valeurs de parame`tres en deux dimensions. De plus,
ω(α, θ) = O( 1√
α
).
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